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Eloszo

Tobb mint tiz év telt el azdta, hogy a Nemzeti Kozszolgalati Egyetemen,
pontosabban egyik elédintézményében, a Zrinyi Miklés Nemzetvédelmi
Egyetemen egyetemi jegyzet késziilt az operaciokutatas témakdorében. De
nemcsak a képzési struktara ez id6 alatt bekovetkezett valtozasai, hanem
amindennapi hasznalat részévé valt ijabb modszerek és alkalmazasi teriile-
tek bemutatasanak sziikségessége is indokolta egy korszerii jegyzet kiadasat.
Ennek a célnak kivan jelen jegyzet megfelelni, ugyanis céliranyosan az NKE
Hadtudomanyi és Honvédtisztképz6 Karon, a katonai logisztika BSc szakon
oktatott Dontéseldkészitési' modszerek kurzus tananyaganak lefedésére késziilt.

A jegyzet készitése soran célul tliztiik ki, hogy a hallgatok megismerjék
az operaciokutatas alapfogalmait, modszertanat, valamint a szallitas (polgari
¢és katonai) szervezésében, iranyitasaban hasznosan alkalmazhat6 operacioku-
tatasi modellek felépitését és megoldasi algoritmusat. Ebbol kovetkezik, hogy
a hangsulyt nem a matematikai tételek ismertetésére, bizonyitasara helyeztiik,
hanem az egyes modellek sajatossagainak, a jelentkezd problémak, feladatok
megoldasi lehetdségeinek, a modellek gyakorlatban térténd alkalmazasanak
bemutatasara. A jegyzetben mar nem targyalt egyéb modellekrél az irodalom-
jegyzékben feltlintetett szakirodalmak részletes ismeretet nyujtanak.

A jegyzetben arra torekedtiink, hogy konkrét példakon mutassuk be
az operaciokutatasi modellek katonai téren valo alkalmazasi lehetéségeit,
kiemelten targyalva a szallitasi feladatok optimalizalasara szolgalo rendsze-
reket. Feltételeztiik a matrixalgebra, a valoszinliségszamitas és a matematikai
statisztika alapvetd ismeretét. A leglényegesebb angol szakkifejezéseket
az els6 szovegkozi el6fordulasukkor kiilon megjelenitjiik.

A szerzOk ezuton fejezik ki koszonetiiket Juras Katalinnak és Nagy
Kornélnak a jegyzet elkészitéséhez nyujtott potolhatatlan segitségiikért.

Budapest, 2018. junius 30.
A szerzok

' Akiado megjegyzése: akifejezés az MTA helyesirasi szabalyainak megfeleld dontés-eldkészi-
tés irasmod helyett a szakmai hagyomanyokkal valo 6sszhang érdekében, a szerzok kérésére
szerepel dontéseldkészités formaban.
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Bevezetés

Az operacid latin sz6, magyarul miiveletet, mttétet jelent. Hazankban alta-
laban kétféle értelemben hasznaljuk. Egyrészt akkor, amikor az orvos miivi
uton avatkozik be valamely betegség elharitasara, masrészrol pedig beszé-
link harcaszati hadmiiveleti, illetve hadaszati operaciokrol, miiveletekrél.?

A kovetkezOkben altalanositsuk az operacio fogalmat. Nevezziink ope-
raciénak barmely olyan beavatkozast is, amely termelési, szallitasi vagy
gazdasagi folyamatot érint. Operaciokutatas alatt pedig értsiik azt a tevé-
kenységet, amely az egyes operaciok, vagyis beavatkozasok legkedvezébb
kivitelezési modjait keresi.

Mivel a kiilonféle gazdasagi tevékenységeket vizsgald operaciokutatas
szamos matematikai, statisztikai, informatikai stb. eljarast hasznosit, a kiilon-
b6z6 tudomanyagak oldalarol megkozelitett probléma egységes szemlélete
kiilonos fontossagot kap.

A feladatok megoldasa soran a cél tobbnyire valamilyen optimum
elérése. Azt az eredményt keressiik, amely az adott koriilmények kozott
a legkedvezdébb. Az operaciokutatas soran kidolgozott tobbféle elképzelés
jo alapot ad a vezetés szamara a dontések meghozatalahoz.

Az operaciokutatast ezek utan a kovetkezOképpen definialhatjuk:
az operaciokutatas a gazdasagi, tarsadalmi tevékenységek olyan mélyrehato
tudomanyos vizsgalata, amelynek célja az optimalis dontés elékészitése.?

Az operaciokutatas Iényegét az alabbiakban foglalhatjuk Gssze:

« a feladatot szakember(ek csoportja) végzi,

« afeladatot matematikai modell formajaban fogalmazzak meg, az ered-

ményt a modell megoldasa szolgaltatja,

* tudomanyos modszereket alkalmaz,

+ az optimalis megoldasra torekedve,

» az esetek dontd tobbségében numerikus uton keresve a megoldast.

2 KAUFMANN, Arnold (1968): Az operdcidkutatas médszerei és modelljei. Budapest, Miszaki
Konyvkiado.
* JANDY Géza (1971): Operdcidkutatas. Budapest, Miiszaki Konyvkiado.
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Gazdasagi rendszerek matematikai vizsgalatara mar a XIX. szazadban
is torténtek kisérletek. Az elso jelentdsebb eredménnyel zarddo kutatasok
azonban csak a XX. szazad elején indultak meg.*

Az operacidkutatas probakove a masodik vilaghabort volt. Ferdinand
F. Leimkuhler szerint ,,az operacidkutatas az angliai csata sotét éveiben
sziiletett, hogy mozgoésitsa a tudomanyos modszereket a nemzet fennmara-
dasa érdekében tett kétségbeesett kiizdelemhez”. A Patrick Maynard Stuart
Blackett vezetésével folydo munka hamarosan bizonyitotta az interdiszciplina-
ritasnak és a vizsgalt problémak tudomanyos megkozelitésének helyességét.
Szamos hadi, termelési, elosztasi, illetve védekezési problémat oldottak meg,
¢és az operacidkutatas alkalmazasa révén hatalmas koltség-, anyag-, id6- stb.
megtakaritasokat értek el. A légi harcokban példaul az operaciokutatas ered-
ményeként 800 repiilégépbdl alldo bombazdegységekben allapitottak meg
azt a légi alakulatot, amely a legkevesebb veszteséget szenvedi. Ugyancsak
az operaciokutatas segitségével sziiletett az az eredmény, miszerint egy
40 hajoegységbdl alld és 6 hadihajo altal kisért hajokonvoj az, amelynek
vesztesége a legkevesebb.

A masodik vilaghabort utan a katonai felhasznalas mellett egyre széle-
sebb korben megkezdddott az operaciokutatas alkalmazasa a polgari életben is.

Nagy lendiiletet adott az operaciokutatas elterjedésének az egyik leg-
altalanosabban hasznalt modellcsoport, a linearis programozas elméleti
és modszertani kérdéseinek a tisztazasa s egyszerli szamitogépre jol alkal-
mazhaté megoldasanak elkészitése, amely George Bernard Dantzig (1947)
nevéhez flizodik.

Az operacidkutatas 1ényeges jellemzbi k6zé tartozik az optimumra
vald torekvés. Ez a cél a kozlekedésben fokozottan érvényesiil. Példaul egy
adott szallitasi feladat esetén a kdvetkez6 célokat tiizhetjiik ki magunk elé.
Adott jarmupark, adott tipuseloszlas, adott munkaerd, adott bér, adott szal-
litasi feladatok esetén bonyolitsuk le a feladatot a kovetkezé szempontok
valamelyike(i) szerint:

* minimalis tavolsag,

* minimalis onkoltség,

* maximalis bevétel stb.

4 KAUFMANN, Arnold (1964): Az optimalis programozas. Budapest, Miiszaki Konyvkiado.
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Mindezekhez természetesen hozza kell tenni azt, hogy a kiilonboz6 jar-
mitipusoknak adott viszonylatban kiilonboz6 idéaranyos koltségiik van.
Ugyanakkor a jarmiivezetok részére csak az egy napra meghatarozott maxi-
malis munkaiddvel lehet csak szamolni a tervezés soran.

Mindezekbdl kitiinik, hogy az optimalis megoldas attol fiiggden, hogy
milyen célt tiiztliink ki, mas és mas lehet. Igen ritka az az eset, mikor mind-
ezen célok egyidejiileg ugyanazt az optimalis megoldast szolgaltatjak.

Leonyid Vitaljevics Kantorovics szovjet-orosz matematikus, kozgazdasz
mar a negyvenes évek végén javasolta matematikai modszerek igénybevételét
a termelés és az elosztas tervezéséhez. O volt az elsé, aki felismerte a line-
aris programozasi feladatok jelent6ségét az ipar és a kozlekedés teriiletén.
Téle fiiggetleniil Frank Lauren Hitchcock amerikai matematikus, fizikus
és Tjalling Charles Koopmans holland—amerikai matematikus, kdzgazdasz
foglalkozott az ugynevezett szallitasi problémaval, ami a linearis progra-
mozasi feladatok egyik legfontosabb alkalmazasi teriilete.

A gazdasagi matematikai modellek kozos jellemzdje, hogy linearis
egyenletekkel és egyenldtlenségekkel, illetve ezek kombinacioival korlatozott
tobbvaltozos linearis fliggvény szélséértékeit keresik. Ezeket a szEls6értéke-
ket egy olyan matematikai programmal kapjuk meg, ami kielégiti az eldirt
feltételeket, kovetelményeket, végrehajtasa esetén pedig biztositja az elérni
kivant gazdasagi cél megvaldsulasat.

A linearis programozasi feladatok gyakorlati alkalmazasa a masodik
vildghaboru idején Angliaban és az Egyesiilt Allamokban a hadseregnél
kezd6dott meg. A katonai alkalmazasok sikerein felbuzdulva kezdték a koz-
gazdaszok ezt a modszert sz¢élesebb teriileten is alkalmazni.
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1. A szimplex modszer

A linearis programozasi feladatok megoldasanak tobbféle matematikai mod-
szere ismeretes, amelyek kiilonb6z6 jellegii feladatok megoldasat segitik eld.
Koénnyen programozhato és ezért altalanosabban hasznalt az ugynevezett
szimplex modszer.

A linearis programozasi feladatok a matematikai értelemben vett prog-
ramozasnak olyan specialis esetei, amikor a programot jellemzé fiiggvényt,
valamint a programozas feltételeit linearis matematikai kifejezések segitsé-
gével lehet megadni. Tehat a feladat nem mas, mint egy linearis fliggvény
sz€lséértékének, maximumanak vagy minimumanak a megkeresése. Hogy
maximumot vagy minimumot keresiink, az a célfiiggvénytdl fligg: ha az pél-
daul profitot ir le, akkor maximumot, ha kdltséget fejez ki, akkor természe-
tesen minimumot keresiink. Ez alapjan a linearis programozasi feladatoknak
két alaptipusat kiilonboztetjitk meg: a maximum- és a minimumfeladatot.’

A linearis programozasi feladatok Iényegét és alkalmazhatdsagat egy
konkrét példan keresztiil tudjuk szemléletesen bemutatni. Tegyiik fel, hogy
egy katonai tizem haromféle alapanyag felhasznalasaval kétféle terméket
allit el6. A rendelkezésre allo alapanyag-mennyiség az ,,A” alapanyagbol
200 egység, a,,B”-bol 120 egység, a,,C”-bol pedig 160 egység. Az elso ter-
mék eléallitasahoz az ,,A” alapanyagbol két egységre, a ,,B”-bdl szintén két
egységre, a ,,C”-bol pedig négy egységre van sziikkség. A masodik termék
eléallitasahoz ,,A”-bol négy egységre, a ,,B”-bol két egységre van sziikség.
Itta,,C” alapanyagot nem hasznaljuk fel. Az els6 termék értékesitése soran
a tiszta nyereség 20 €/db, a masodik termék esetében 30 €/db.

Annak érdekében, hogy a fent emlitett feladatot konnyebben at tudjuk
tekinteni, célszerli az adatokat tablazatba foglalni (1.1. tablazat).

> KREKO Béla (1966): Linedris programozas. Budapest, Kozgazdasagi és Jogi Konyvkiado;
KREKO Béla (1972): Optimumszamitds. Budapest, Kozgazdasagi és Jogi Konyvkiado.
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1.1. tablazat

alapanva technikai koefficiens Kapacitas
panyag 1. termék 2. termék p
A 2 4 200
B 2 2 120
C 4 0 160
nyereség 20 30 -

Jeloljiik az 1. termékbdl gyartandd mennyiséget x -gyel és a 2. termékbdl
gyartando mennyiséget x -vel. Az x és azx, valtozokat dontési valtozoknak
nevezziik. Egyértelm, hogy az egyes termékekbdl gyartandé mennyiségeket
ugy kell megvalasztani, hogy a nyereség a lehetd legnagyobb legyen. Ezt
célként tlizziik ki, ezért azt az egyenletet, amely ezt matematikai formaban
fogalmazza meg, célfiiggvénynek nevezziik:

(1.1 C=20x, +30x, — max

Az x, és x, termékek olyan Osszetételét kell tehat megvalasztanunk, ahol
a célfiiggvény szélséértéket vesz fel. Egyértelmil az is, hogy az x, és x,
negativ értéket nem vehet fel, hiszen negativ mennyiségli termelés nem
lehet, tehat teljesiilniiik kell az alabbi feltételeknek is:

x, =20

x,20

(1.2)

Ha igaz az, hogy az alapanyagok felhasznalasa aranyos a termelés meny-
nyiségével, akkor a kdvetkez6 egyenlétlenségeknek is teljesiilnitik kell:

2x, +4x, <200
(1.3) 2x, +2x, £120
4x, <160

A felirt (1.2)—(1.3) egyenldtlenségek a linearis programozas feltételi egyen-
16tlenség-rendszerét, az igynevezett korlatozo feltételeket adjak. A tovab-
biakban az egyszeriiség kedvéért a valtozok linearkombinacioit tartalmazo
oldalra ,,bal oldalként”, a konstans tagot tartalmaz6 oldalra ,,jobb oldalként”
fogunk hivatkozni. Azokat a megoldasokat, amelyek a feltételi rendszert
kielégitik, lehetséges programoknak nevezziik. A fentieket figyelembe véve
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mar meghatarozhatjuk a linearis programozasi feladat fogalmat is. Linearis
programozasi feladatnak nevezziik azokat a feladatokat, amelyeknél egy
linearis egyenlétlenség-rendszer nemnegativ megoldasai koziil egy linearis
célfiiggvény szélséértékét keressiik.

A linearis programozasi feladatok matematikai szempontbol igen egy-
szerlien kezelhet6ek, és szamitogéppel konnyen megoldhatoak. A tovab-
biakban a megoldas elvi 1épéseit mutatjuk be.

Azugynevezett szimplex modszert (simplex method) 1947-ben fejlesz-
tette ki George Bernard Dantzig.® Egyik legnagyobb elénye, hogy felhasz-
nalhat6 barmilyen linearis programozasi feladat megoldasara. Ezenkiviil
elonyei koz¢é sorolhatd még, hogy konnyen programozhato, ezért a legtobb
matematikai, statisztikai programcsomagnak is része.

1.1. A normal feladat

A normal feladat nem mas, mint egy specialis maximumfeladat, amelynek
jellemzéje, hogy a feltételi egyenlétlenségekben a relacio < a két oldal kozott,
¢és a jobb oldalon kizardlag nemnegativ szamok szerepelnek. A normal fel-
adat jelentdsége abban is megnyilvanul, hogy barmely linearis programozasi
feladat visszavezethet6 egy normal feladatra. Erre a kés6bbiekben még
visszatériink, és konkrét példakon keresztiil be is mutatjuk.

Nézziik most meg a mar ismertetett feladat megoldasan keresztiil,
hogyan alkalmazhatjuk a normal feladatot linearis programozasi feladat
megoldasa esetén.

1.1.1. A normal feladat felirasa szimplextablazattal

Elso 1épésként készitsiik el az 1.1. tablazat adatai alapjan az indul6 tablaza-
tunkat. A modszer sajatossaga, hogy minden egyes Iépés utan uj tablazatot
kell késziteni. Ezeket a tablazatokat szimplextablazatoknak nevezziik. Miel6tt
a tablazatot elkészitenénk, meg kell ismerniink a legfontosabb jelolése-
ket. Az x, x, valtozokat mar ismertettiik, ezeket primalis (vagy primal)

¢ DANTZIG, George Bernard (1951): Maximization of a Linear Function of Variables Sub-
ject to Linear Inequalities. In KoopmaNs, T. C. ed.: Activity Analysis of Production and
Allocation, Cowles Commission Monograph, No. 13. New York, Wiley.
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valtozoknak nevezziik. Az induld program felirasa érdekében vezessiik be
az u, u, €s u, valtozokat, amelyek az egyes kapacitasok fel nem hasznalt
részeit mutatjak, ezeket dualis (vagy dual) valtozoknak nevezziik. Mindezek
figyelembevételével az induld programhoz az 1.2. tablazat szerinti szimp-
lextablazatot rendeljiik.

1.2. tablazat

w | 2 200
w | 2 2 | 120
us | 4 0 |160
-Cl20 30 [ o0

Nézziik meg, milyen sajatossagokkal rendelkeznek a szimplextablazatok.

* Az els6 oszlopban feltiintetett valtozok numerikus értékét mindig
az utolso oszlopban talaljuk meg (programvaltozok).

* Azels sorban feltiintetett valtozok numerikus értéke mindig nulla
(szabad valtozok).

* A jobb also sarokban mindig kiolvashaté a célfiiggvény értéke,
mas szoval a program értéke, illetve a jobb also sarokban valdjaban
a program értékének (—1)-szerese all, ezért irtunk az utolso6 sorban
,,C” helyett ,,—C"-t.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket az 1.2. tablazat alapjan.

2 4 200
(1.4) A=|2 2| b=[120| ¢ =[20 30]
4 0 160

ahol a szimplextablazat elemeinek matrixat jeloljiikk A-val, a kapacitasok
vektorat b-vel, a célfiiggvény egyiitthatdinak vektorat pedig c-vel.

Ekkor az (1.3) egyenl6tlenség-rendszere felirhatd az alabbi matrix-
egyenlettel is:

(1.5) Ax <b,

tovabba a dualis valtozok vektorara, u-ra igaz, hogy



A SZIMPLEX MODSZER 17

(1.6) AX +u=h,

a primalis valtozok nemnegativ voltat megszabo (1.2) egyenlétlenségek
pedig a kovetkez6 alakot veszik fel:

1.7 x> 0.

Ezzel kifejezhet6 a célfiiggvény értéke (C) is egy skalarszorzatként, amely-
nek extrémumat keressiik:

(1.8) C=cx — min/max

1.1.2. Dualitas

A dualitas a linearis programozasi feladatoknak azt a tulajdonsagat jelenti,
hogy egy adott adathalmazon két feladatot: egy maximumfeladatot és egy
minimumfeladatot is értelmezhetiink. Minden linearis programozasi fel-
adathoz (a primal feladathoz) hozzarendelhetiink egy masik linearis progra-
mozasi feladatot, amelyet az eredeti feladat dualjanak neveziink. Ha a primal
feladat maximumfeladat volt, a dual minimumfeladat lesz, és forditva.

Adott egy, az alabbi egyenletekkel jellemezhetd linearis programozasi
feladat, a primal feladat:

(1.9) Ax <b,
(1.10) x> 0.
(1.1D) C=cx — max

Ennek a dualja a kdvetkez6 linearis programozasi feladat:

(1.12) Aly>c,
(1.13) y > 0.
(1.14) D=by — min

Mi egy primal maximumfeladat, azaz az (1.9)—(1.11) egyenletek altal leirt
probléma és dualjanak gazdasagi jelentése? Tegyiik fel, hogy a primal fel-
adat bizonyos termékek bizonyos alapanyagokbol torténd eldallitasat irja le,
ahol a profitot kell maximalizalni. Azonban nem mindegy az alapanyagok



18 DONTESELOKESZITESI MODSZEREK

(altalanosabban: eréforrasok) ara sem. Mennyit ér meg nekem az adott alap-
anyag? Ezt fejezi ki az (1.14) egyenlet: a sziikséges alapanyagokat minél
olcsobban akarjuk beszerezni. Ugyanakkor azt is figyelembe kell venni,
hogy az egyes termékek eldallitasahoz felhasznalt alapanyagok dsszértéke
nem lehet tobb, mint a beldliik késziilt termék eladasi ara. Ezt fejezi ki
az (1.12) egyenlet.

Mi egy primal minimumfeladat, azaz az (1.12)—(1.14) egyenletek altal
leirt probléma és dualjanak gazdasagi jelentése? Tegyiik fel, hogy a primal
feladat bizonyos termékek eldallitasat irja le kiilonboz6 alapanyagokbol,
azaz a raforditott koltséget minimalizalnunk kell. Azonban ha a vasarlo
az eldallitott termékek egy olyan kombinacidjat veszi meg, hogy az egy
bizonyos 0sszetevobdl a lehetd legtobbet tartalmazza, akkor ezt a feltételt
az (1.11) egyenlet fejezi ki. Azonban itt is az egyes termékek eléallitdsahoz
felhasznalt alapanyagok Osszértéke nem lehet tobb, mint a beldliik késziilt
termék eladasi ara. Ezt fejezi ki az (1.9) egyenlet.

1.1.3. A normal feladat megoldasa

Az altalanos ismertetés utan kezdjiink hozza a feladat konkrét megoldasahoz.

1.1.3.1. A generaloelem kivalasztasa

Els6 Iépésként tigynevezett generaloelemet (pivot element) kell valasztani.
A valasztas soran harom feltételt kell teljesiteni.

* Generaloelemet csak olyan oszlopban valaszthatunk, amelynek
az utolsé eleme pozitiv.

* A generaloelem csak pozitiv szam lehet.

* Annak az oszlopnak a pozitiv elemeivel, amelybdl generaloelemet
kivanunk valasztani, elosztjuk az utolso oszlop megfelelé elemét,
és az igy nyert hanyadosok koziil kivalasztjuk a legkisebbet. A leg-
kisebb hanyados meghatarozta pozitiv szam lesz a generaloelem.

Vizsgaljuk meg, hogy az induld tablazatunkban melyik elemet valasszuk
generaloelemnek. Lathatd, hogy mindkét oszlop utolsé eleme pozitiv szam,
igy nem tudunk egyértelmiien generaloelemet vélasztani. Eppen ezért a tovab-
biakban célszerii generaloelemet abbdl az oszlopbol valasztani, amelyben



A SZIMPLEX MODSZER 19

az utolso sor értéke a legnagyobb, azaz legnagyobb a fajlagos haszon.
Példankban tehat az x, oszlopbol valasztunk generaloelemet, mert ennek
az oszlopnak az utolsé eleme a legnagyobb értéki (30). Hatarozzuk most
meg, hogy az adott oszlopban melyik lesz a generaloelem. Ehhez az utolso
oszlop elemeit elosztjuk az x, valtoz6 oszlopanak megfeleld elemeivel:

e elsé sor: 200/4 = 50,

* masodik sor: 120/2 = 60.

A harmadik sorban nincs értelme elvégezni a szamitast, mivel nulla nem
lehet generaloelem.

Az eredmények ismeretében mar egyértelmiien meghatarozhato6 a gene-
raléelem, ami példankban a masodik oszlop elsé eleme (4), mivel az els6é
sorhoz tartoz6 hanyados értéke (50) a legkisebb. A generaloelemet altalaban
bekeretezziik a tovabbi szamolasok megkonnyitése érdekében.

1.1.3.2. Attérés vj szimplextablizatra

A generaldelem meghatarozasa utan el kell késziteni az 0ij szimplextabla-
zatot. Ezt a feladatot a kovetkezd 1épésekben kell végrehajtani.

1) A generaloelem soranak és oszlopanak valtozoit felcseréljik.
Tehat az 0j tablazatban az x, valtozo helyére u -et, az u, valtozo
helyére pedig x,-t irunk.

2) A generaldelem helyére beirjuk annak reciprokat. A generaloele-
met jeloljiik a,-lel.

3) A generaloelem soranak tobbi elemét megszorozzuk a generalo-
elem reciprokaval.

4) A generaloelem oszlopanak elemeit megszorozzuk a generaloelem
reciprokanak (—1)-szeresével.

5) Az 0j szimplextablazat Osszes tobbi a; elemét szamitassal,
az ugynevezett téglalapszaballyal kell meghatarozni a generalo-
elem és a kiszamitando al.j’ elem sorai és oszlopai altal meghataro-
zotta, és a,; elemek segitségével (lasd még 1.1. abra):

v a;dy
(1.15) a.=a. —
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air dij

dig

1.1. abra

Mindezek ismeretében mar csak egyszer(i szamtani feladat az 0 tablazat
elkészitése, amelynek folyamata a kdvetkezo:

Els6 1épésként a generaloelem soraban és oszlopaban szerepld val-
tozok cserélnek helyet, vagyis az u, dudlis valtozo6 az elsd sorba,
az x, primalis valtozo helyére, az x, primalis véltozo pedig az elsé
oszlopba, az u, valtozo6 helyére keriil.

Ezt kovetden a generaldelem helyére beirjuk annak reciprokat, tehat
az a, helyre 1/4-et.

Kovetkezik a generaloelem soranak meghatarozasa:

a,=2 -  a,=2/4=12

b, =200 — b’ =200/4=50

Negyedik 1épésben a generaloelem oszlopanak elemeit hatarozzuk
meg:

a,,= - a,=-2/4=-12

a32 = 0 - a32’ = 0

¢, =30 — ¢, =-30/4=-1512

Az eddig kiszamitott elemeket az 1.3. tablazat tartalmazza.

1.3. tablazat

X1 751
x| 12 1/4 50
U : —2/4 .
usz . 0
-C - =30/4

Ismerjiik tehat mar a generaloelem soranak és oszlopanak 0j elemeit. A tab-
lazat hianyzo elemeit a téglalapszaballyal hatarozzuk meg. Miel6tt azon-
ban ehhez hozzakezdenénk, ismerkedjiink meg a téglalapszabaly egy fon-
tos tulajdonsagaval. Ha a generaldelem soraban vagy oszlopaban (esetleg
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mindkettében) nulla értékl elem talalhato, akkor az 01j szimplextablazat-
ban a generaloelem sorara, illetve oszlopara merdleges, a nulla elem altal
meghatarozott oszlop, illetve sor elemei valtozatlanul leirhatéak. Ez abbdl
kovetkezik, hogy ha az (1.15) kifejezésben a, = 0 vagy a,= 0, akkor aij’ =a,
Ezzel is id6t takaritunk meg, és egyszerusithetjiik a feladat megoldasat.

Nézziik meg, példankban van-e ilyen nulla elem. Lathato, hogy a gene-
raléelem oszlopanak harmadik eleme nulla, tehat az oszlopra meréleges sor
(a harmadik sor) elemeit az 0j szimplextablazatba valtozatlanul leirhatjuk
(1.4. tablazat).

1.4. tablazat

X1 U
X2 | 172 1/4 50
U : -2/4 :
U3 4 0 160
—C| - 304 :

Mar csak négy elem hianyzik az 0j tablazat teljes kitoltéséhez, tehat a tégla-
lapszaballyal meghatarozandd elemek szamat sikeriilt csokkenteni.

Az 1j tablazatra torténd attérés 6todik 1épéseként hatarozzuk meg
a hianyzo elemek értékét a téglalapszaballyal:

a, =2 — a,’=2-22/4

b, =120 — b, =120 -2200/4 =20

c, =20 — ¢’ =20-230/4=5

-C=0 — —-C’=0-30-200/4 =-1500

Az igy meghatarozott elemek ismeretében ki tudjuk télteni az Gj szimplex-
tablazatunkat (1.5. tablazat).

1.5. tablazat

X1 U
x| 12 1/4 50
0 —2/4 20
us | 4 0 160
-C| 5 -30/4| -1500

Mielétt tovabbmennénk, meg kell vizsgalni, hogy mi az az optimumkrité-
rium, aminek teljesiilnie kell a feladat megoldasa soran.
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Optimalis megoldast kaptunk, ha az utolsé sor valamennyi eleme
(a C figgvény értékének kivételével, azaz a ¢ vektor Osszes eleme) nega-
tiv. Ekkor ez a linearis programozasi feladat egyetlen optimalis megoldasa.

A megoldas soran alternativ optimumrol beszéliink, ha a negativ sza-
mok mellett 0 is szerepel a ¢ vektor elemei kozott.

Ha az utolso sorban pozitiv szam is van, a programot tovabb kell javitani.

Mindezeket figyelembe véve lathatjuk, hogy az 1.5. tablazat még nem
az optimalis megoldast tartalmazza, mivel az x, oszlop utols6 eleme pozi-
tiv szam. Tehat az optimalis eredmény elérése érdekében a programozasi
feladatot folytatni kell. Az 0j szimplextablazatra torténd attérés ugyanugy
torténik, mint azt az els6 Iépésben mar megismertiik.

Generaloelemet most egyértelmii, hogy csak az x, oszlopban valaszt-
hatunk. A generaloelem-valasztas harmadik feltétele szerint most a gene-
raloelem az x, oszlop mésodik eleme (1) lesz.

Az 0j tablazatra torténd attérés szabalyait betartva az 1.6. szimplex-
tablazatot kapjuk.

1.6. tablazat
X1 u
X2 | —172 12 40
u 1 -2/4 20
us —4 2 80
-C -5 =5 | -1600

Lathatd, hogy megkaptuk az optimalis megoldast, hiszen az utolsé sor
elemei negativ szamok.
A tablazatbdl kiemelve az egyes valtozok értékeit, a kovetkezo ered-

ményt kaptuk:
x, =20
x, =40
u =0
u,=0
u, =80
C=1600

Nézziik meg részletesebben, mit jelentenek és a végleges szimplextab-
lazatbdl hogyan olvashatoak le az egyes valtozok, illetve a célfiiggvény
értéke. Jelen alfejezet elején ismertettiik, hogy a szimplextablazatok milyen
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sajatossagokkal rendelkeznek, vagyis az egyes valtozok hol szerepelnek
a tablazatban. Azt mondtuk, hogy az elsé sorban szerepld valtozok értéke
mindig nulla. Az indul6 tdblazatban az x, és x, primélis valtozok szerepeltek
az elsd sorban. A feladat megoldasa soran azonban ezek a primalis valtozok
helyet cseréltek az u, és u, dudlis valtozokkal, igy u, és u, értéke lett nulla.

Az els6 oszlopban szerepld valtozok (fliggetleniil attol, hogy primalis
vagy dualis valtozok) értékeit az utolsd oszlopban olvashatjuk le. Tehat
az elsé oszlopban szerepld primalis valtozok értéke: x, = 20, x, = 40, vala-
mint szintén az els6 oszlopban szerepld duélis valtozo, u, értéke 80 lesz.

Az optimalis program értékét mindig a tablazat jobb also sarkaban
(utolsoé sor utols6 eleme) olvashatjuk le. Mint emlitettiik, itt a célfiiggvény
értékének (—1)-szerese talalhato, tehat a megoldasnal ellentétes eldjellel
vessziik figyelembe: C = 1600.

A feladat kezdetén a problémat szovegesen adtuk meg, célszeri tehat
a jobb attekinthetdség és megérthetdség kedvéért az eredményt is szdveges
formaba onteni, ami példankban a kovetkezo lehet:

A katonai tizem optimalis termelés esetén az elsé termékbdl 20 egy-
séget, a masodikbol 40 egységet allit eld. A termelés soran a rendelkezésre
allo alapanyagok koziil az els6 és masodik csoportba tartozé alapanyagokat
teljes mértékben felhasznalja, a harmadik csoportba tartozobol azonban
marad 80 egység. A gyarto az Gsszes végterméket értékesiteni tudta a terv-
ben szerepld nyereséghanyaddal, igy 6sszesen 1600 € tiszta nyereségre tett
szert: 20-20 + 30-40 = 1600.

Végezetiil meg kell még jegyezni, hogy ha az utolso sor elemei kozott
van pozitiv szam, de a hozza tartoz6 oszlopban nem talalunk pozitiv szamot,
azaz nem tudunk generaloelemet valasztani, a feladatnak nincs megoldasa.

1.2. Modositott normal feladat

A normal feladatnal a feltételi egyenlétlenségek csak kisebb vagy egyenld
(<) szimbolummal szerepeltek. A mddositott normal feladatnal azonban
feltételezziik, hogy a feltételek kozott van egyenldség is, vagy bizonyos
esetekben csak egyenldségek szerepelnek. Nézziik meg, hogyan jelentkezik
ez a probléma egy konkrét példaban.

Egy laktanyabol kétfajta gépjarmiitechnikai anyagot kell hely6rségen
kiviilre szallitani, és ehhez tehergépjarmiiveket kell igénybe venni. Tegyiik fel,
hogy a bérbeadd harom kiilonb6z6 gépjarmiivet tud csak az adott idépontban
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kiallitani. Az els6 gépkocsira az ,,A” termékbol 2 db, a ,,B” termékbol 3 db,
amasodik gépkocsira 2 és 5 db, a harmadikra 1 és 4 db termék fér fel egy-
szerre. Az ,,A” termékbol 88 db-ot, a masodikbdl 200 db-ot kell elszallitani.
A szallitas fajlagos koltsége fordulonként az alabbi:

+ azelsd gépjarmivel 4000 Ft/fordulo

* amasodik gépjarmiivel 6000 Ft/forduld

+ aharmadik gépjarmiivel 2000 Ft/fordulo

Hany fordulot végezziink az egyes gépjarmuivekkel, ha minimalis koltséget
akarunk elérni, és mekkora lesz ez a minimalis koltség?

Els6 1épésként probaljuk meg megfogalmazni a feladatot matematikai
formaban és felirni a linearis programozasi feladat feltételeinek egyenldtlen-
ségi (egyenldségi) rendszerét. Példankban a primalis valtozok a sziikséges
gépjarmiivek lesznek, vagyis az elsé gépjarmiibol sziikséges darabszamot
x,-gyel, amasodikat x,-vel, a harmadikat x,-mal jel6ljiik. A dudlis valtozok
az elszéllitandé arumennyiségek, igy az u, valtozo értéke 88, az u, valto-
76¢ pedig 200.

A célfiiggvény felirasa sem okoz problémat, mivel azt az egyes gépjar-
miivekkel teljesitett fordulok szamanak és a szallitas fajlagos koltségének
szorzata adja. Erdekessége a feladatnak, hogy a célfiiggvényt most mini-
mumfeladatra kell felirni. A feladat megoldasa soran ez annyiban jelent
valtozast, hogy a célfiiggvényt (—1)-gyel meg kell szorozni, és az igy nyert
értékeket kell az indulo tablazat utolso soraba beirni.

1.2.1. A médositott normal feladat szimplextablazatanak
felirasa

A fentiek figyelembevételével mar matematikai formaban is felirhato
az egyenl6tlenség-rendszer:

(1.16) x, 20

2x, +2x, +x; =88

(L17) 3x, +5x, +4x, =200
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(1.18) C = 4000x, + 6000x, +2000x, —> min

Az alapadatok ismeretében elkészithetd az induld szimplextablazat is, ame-
lyet az 1.7. tablazatban lathatunk.

1.7. tablazat

X1 X2 X3
Uy 2 2 1 88
Uz 3 5 4 200
C | 4000 -6000 —-2000 0

Ha az 1.7. tablazatbol kiindulva, a normal feladatnal megismert moédon
oldanidnk meg a feladatot, akkor az optimalis programban az u, és u, értéke
akar pozitiv is lehetne. Ebben az esetben a feladat (1.17) szerinti feltételei
nem teljesiilnének egyenléség formajaban. Marpedig a feladat érdekében
minden koriilmények kozott biztositani kell, hogy az u, és u, értékek nul-
lava valjanak. Ezt a kdvetkez6képpen érhetjiik el.

Abbdl indulunk ki, hogy egy dualis valtozé mindig olyan nemnegativ
szamot jelent, amely megmutatja, hogy a megfelel6 egyenldtlenség bal oldala
mennyivel kisebb a jobb oldalnal. Ezt figyelembe véve:

u, =88 —(2x, +2x,+x,)

u, =200 — (3x, + 5x, + 4x,)

A két dualis valtozé 6sszege tehat a kovetkezoképpen irhato fel:
u, +u, =288 — (5x, + 7x, + 5x,)

Mivel sem az u, sem az u, értéke nem lehet negativ, egyértelmii, hogy az
5x, +Tx, + Sx,

kifejezés maximalis értéke 288. Ha ez a kifejezés esetleg eléri ezt az érté-
ket, akkor mind az u,, mind az u, értéke nullava valik. Ellenkez6 esetben
ez nem kovetkezik be.

Ezt a problémat ugy oldjuk meg, hogy az eredeti célfiiggvény mellett
atmenetileg az

5x, +Tx, + Sx,

kifejezést is felvesszitk masodlagos célfiiggvényként. Els6 1épésben ennek
amasodlagos célfliggvénynek a maximumat keressiik meg. Ha ez a maximum
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kisebb 288-nal, a feladatnak nincs megoldasa. Azonban ha a masodlagos
célfiiggvény maximuma 288, akkor mind az u, mind az u, értéke nulla
lesz. Mindezeket figyelembe véve az induld szimplextablazatunk az 1.8.
tablazat szerint modosul.

A tablazat annyiban valtozik, hogy a masodlagos célfliggvényt a tab-
lazat utolso soraként tiintetjiik fel. Azokat a dualis valtozokat, melyeknek
nullava kell valni, csillaggal jeloltiik meg.

1.8. tablazat

X1 X2 X3
u 2 2 1 88
u' 3 5 4 1200
C | 4000 —6000 —2000 0
5 7 5 | 288

Az 1.8. tablazat alapjan a feladat mar megoldhato6 a normal feladatnal meg-
ismert modszerrel. Mivel ezzel az eljarassal elészor a masodlagos célfiiggvény
maximumat hatarozzuk meg, és csak ezt kvetden az eredeti célfiiggvény
minimumat, a megoldas hosszabb és bonyolultabb. Eppen ezért a gyakor-
latban ezt ritkan hasznaljak, igy a megoldas részletes ismertetésével itt
nem foglalkozunk.

1.2.2. Egyszerisitett megoldas

Ismert azonban a mddositott normal feladat megoldasara egy egyszertibb,
a gyakorlatban is jol alkalmazhato eljaras. A masodlagos célfiiggvény egyiitt-
hat6it nem irjuk fel, mivel ezeket az egyiitthatokat barmikor eldallithatjuk,
ha a csillagos sorok elemeit oszloponként 6sszegezziik. frjuk tehat fel az egy-
szerlsitett megoldas induld szimplextablazatat (1.9. tablazat).

1.9. tablazat

X1 X2 X3
w'| 2 2 1] 88
w' | 35 200
Cl 4 - =2
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A feladat megoldasa soran az a célunk, hogy a csillagos valtozok az els6
sorba keriiljenck. Ennek érdekében generaldelemet abban az oszlopban
valasztunk, amelyben a csillagos sorok egyiitthatdinak 0sszege pozitiv.
Ha csillagos valtozé még marad az elsé oszlopban, de a csillagos sorok
oszloponkénti 6sszegzésével mar nem kapnank pozitiv szamot, vagyis nem
tudnank generaloelemet valasztani, akkor a feladatnak nincs megoldasa.
Abban az esetben viszont, ha a csillagos sorok dsszegzésénél nullat kapunk,
akkor az ennck megfeleld oszlopban folytathatjuk a szamitasokat.

A fenti alapismeretek utan kezdjiink hozza a modositott normal feladat
egyszerusitett modszerrel torténdé megoldasahoz. Els6 1épésként a generalo-
elemet kell most is kivalasztani.

El6szor vizsgaljuk meg, hogy a csillagos sorok egyiitthatoinak dsszege
az egyes oszlopokban hogyan alakul:

els6 oszlop: 2+3 =35

masodik oszlop: 2 +5=7

harmadik oszlop: 1 +4=35

Lathato, hogy a csillagos sorok egyiitthatdjanak oszloponkénti 6sszege min-
denhol pozitiv. fgy generaloelemet most abban az oszlopban valasztunk,
ahol az utols6 sorbeli érték abszolut értékben a legkisebb, minimumfel-
adatrdl 1évén szé. Ezt figyelembe véve példankban az 1.9. tablazat utolso
soranak abszollt értékben legkisebb eleme —2, ami egyben a harmadik
oszlop utolsé eleme is. Ez azt jelenti, hogy generaldelemet az x, oszlopban
kell valasztani. A generaloelem-valasztas els6 két szabalya nem hatarozza
meg egyértelmiien a generaldelem helyét, igy a harmadik szabaly alapjan
jarunk el. Ez azt jelenti, hogy a harmadik oszlop elemeivel elosztjuk az utolso
oszlop megfeleld elemeit, és az igy kapott hanyadosok koziil a legkisebb
hatarozza meg a generaldelem helyét:

elsd sor: 88/1 =88

masodik sor: 200/4 = 50.

Tehat a generaldelem a masodik sor eleme (4) lesz (1.9. tablazat).
Megfigyelhetd még az induld tablazatban az is, hogy az utolso sor, azaz
a célfiiggvény elemeit az egyszeriibb szamitas érdekében 100-zal elosztottuk.
Arra kell csak tigyelni, hogy a feladat megoldasa utan a célfiiggvény értékét
ugyanezzel a szammal beszorozzuk, hogy a valos eredményt kapjuk meg.
Az induld szimplextablazatrol az 4j tablazatra a mar megismert modon
térlink at, annyi modositassal, hogy valahanyszor csillagos sorban valasztunk
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generaldelemet, a neki megfeleld oszlopot a kovetkezd tablazatbol elhagyjuk,
azaz csillagos valtozo oszlopat egyszeriien nem irjuk le. A csillagos valtozo
els sorba tortént bevitelével ugyanis elértiik, hogy értéke nulla legyen,
ami az egyenléségi feltételéhez sziikséges, ezért ezutan mar nem akarjuk
visszavinni az elsé oszlopba.

Mindezeket figyelembe véve az Gj szimplextablazatot a kovetkezo sze-

rint készitjiik el:

* azx, valtoz6 ¢és a méasodik sor csillagos valtozoja helyet cserél,

* azelsd sorba keriilt csillagos valtozohoz tartozé oszlopot nem irjuk
le, tehat az 0 tablazatban a generaldelem transzformalt értékét,
illetve a generaloelem oszlopat nem kell szamitani,

» a generaloelem soraban az 0j elemek értékét a normal feladatnal
bemutatott médon hatarozzuk meg.

Az eddig ismertetett 1épéseket végrehajtva az 1.10. tablazatot kapjuk.

1.10. tablazat

X1 X2

3/4 5/4 | 50

alg &

A tablazat hianyzo elemeit a téglalapszaballyal hatarozzuk meg:
a, =2 — a,’=2-13/4=5/4

a,=2  —  a,=2-15/4=3/4

12

A még hianyz6 elemek meghatarozasat tovabb nem részletezziik, hiszen
a meghatarozas modszere azonos az a , és a,, elemeknél bemutatottakkal.
A téglalapszabaly ismételt végrehajtasa utan mar teljes mértékben kitdlthetd
az uj szimplextablazat (1.11. tablazat).

Az 1j tablazatban még van csillagos sor, ezért ebben kell generalo-
elemet valasztani. Lathato, hogy a csillagos sorban mindkét érték pozitiv,
vagyis nem tudunk egyértelmiien generaloelemet valasztani. Tehat most is
az utolso sor abszolut értékben legkisebb eleme hatarozza meg a generalo-
elem oszlopat. Eszerint az x, oszlop elsd eleme (5/4) lesz a generaloelem.
Az 0j tablazatra torténd attérés szintén a mar megismert modon torténik
(1.12. tablazat).
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1.11. tablazat 1.12. tablazat
X1 X2 X2
w'” | |5/4 3/4 | 38 x1 | 3/5 | 152/5
X3 34 5/4] 50 x3s | 4/5 | 136/5
C | -10/4 -14/4] 100 C | -2 | 176

Amennyiben a csillagos valtozokat sikeriilt az els6 sorba juttatnunk, a tovab-
biakban az optimumkritérium a normal feladatéval azonos. Példankban is
ez az eset all fenn. Az optimumkritériumot figyelembe véve lathato, hogy
optimalis megoldashoz jutottunk, hiszen az utolsé sorban csak negativ szam
szerepel.

Ha még maradt volna az elsé oszlopban csillagos valtozo, de mar nem
tudnank generaloelemet valasztani, akkor a feladatnak nincs megoldasa.
Olyan eset is eléfordulhat, hogy a csillagos valtozok els6 sorba juttatasa utan
az optimumkritérium még nem teljesiil. Ekkor a feladatot normal feladat
szerint kell tovabb folytatni, mindaddig, amig a feltételek nem teljesiilnek.

Nézziik most meg, hogy a feladatnak az egyszerisitett mddszerrel
tortént megoldasa milyen eredményt hozott.

= 152/5=30,4
x,=0
x,=136/5=27.2

3

C=176-1000 = 152/5-4000 + 136/5-2000 = 121 600 + 54 400 = 176 000.

Osszefoglalva megéllapithatjuk, hogy az elsd gépkocsival 30,4 fordulot,
a harmadik gépkocsival pedig 27,2 fordulot kell teljesiteni. A masodik gép-
jarmivet nem vessziik igénybe a szallitasi feladat soran. Az elsé és har-
madik gépjarmiivel az 6sszes anyagot elszallitottuk. A minimalis szallitasi
koltség 176 000 Ft lett.

Egyértelmi, hogy a gyakorlatban nem téredék, hanem egész fordulok-
kal kell szamolni. Ezt figyelembe véve 31, illetve 28 fordulot kell teljesitent,
azaz a teljes szallitasi koltség 31-4000 + 28-2000 = 180 000 Ft lesz.
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1.3. Altalanos feladat

Probaljuk meg megoldani szimplex programozassal a kovetkez6 feladatot.
Egy gazdasagban minden szarvasmarhanak legalabb 6 egység fehérjét,
12 egység szénhidratot és 4 egység zsirt kell kapnia naponta.
Az etetéshez kétféle takarmanyt hasznalnak fel. Az egyes takarmany-
félék tapanyagtartalmat egységnyi tomegre vonatkoztatva az 1.13. tablazat
mutatja.

1.13. tablazat

tapanyag | 1.takarmany | 2.takarmany
(x) (x,)
fehérje 2 4
szénhidrat 2 2
zsir 4 0

Milyen takarmany-osszetételnél lesz az 6nkoltség minimalis, ha az egyes
takarmanyfajtak onkoltsége 5, illetve 6 €7

Elsé Iépésként értelmezni kell a feladatot, és felirni a feltételi egyen-
16tlenségeket, majd a célfiiggvényt:

x, 20
(1.19)
x, 20
2x,+ x,26
(1.20) 2x, +4x, 212
4x, 24
(1.21) C=5x,+6x, — min

Lathato, hogy ebben az esetben, ellentétben a normal feladatnal (<), illetve
amodositott normal feladatnal (=) megismert feltételi egyenlétlenségekkel
(egyenldségekkel), az (1.20) feltételben > relacidjelek is szerepelhetnek,
esetleg kizarolag ilyenek jelennek meg. Egyértelmii, hogy igy a feladatot
a mar bemutatott médszerek egyikével sem lehet megoldani.
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1.3.1. Az altalanos feladat szimplextablazatanak felirasa

A megoldas els6 1épéseként alakitsuk at a feltételi egyenlotlenségeket egyen-
16ségekké, mégpedig Ggy, hogy 1 valtozokat vezetiink be. Jelentsék ezek
a valtozok azt a nemnegativ szamot, amely megmutatja, hogy az (1.20)
egyenldtlenségekben szerepld feltételeknél az x, és x, primalis véltozok
Osszege mennyivel nagyobb az egyenl6tlenség jobb oldalan 1év6 szamnal.
Példankban ezen valtozok értéke az alabbiak szerint irhato fel:

v, =2x, +x,-6
(1.22) v, =2x, +4x, —12

v, =4x, -4
Az (j valtozok bevezetésével az (1.20) egyenldtlenségei helyett egyenldsé-
geket irhatunk fel. Ezzel egylitt persze a célfiiggvényiinket is modositani
kell. Ez tigy torténik, hogy az eredeti célfiiggvényt kiegészitjiik a 0-v , 0-v,,

0-v, tagokkal. Mindezeket figyelembe véve mar fel tudjuk irni a modositott
feladatra a feltételi rendszert:

x, 20
x,20
(1.23) v, 20
v, 20

v, 20

2x,+ x,—v, =6

(1.24) 2x, +4x, —v, =12
4x, -v, =4
(1.25) C=5x,+6x,+0v,+0v, +0v; — min

Lathatd, hogy eredeti feladatunkat az 01j valtozok segitségével modositott
normal feladatra vezettiik vissza. Igy a feladat az ott megismert modszerrel
mar megoldhatd. Az egyszerUsitett eljarast figyelembe véve indulo tabla-
zatunkat az 1.14. tablazat szerint kell elkésziteni.
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1.14. tablazat

X1 X2 Vi V2 V3
w' | 2 1 -1 0|6
w' | 2 4 0 -1 0 |12
uss |0 4 0 0 -1 | 4
c|-5 -6 0 0 0

Mivel minimumfeladatot oldunk meg, az induld szimplextablazat utolso
soraba nem az eredeti célfiiggvényt, hanem annak (—1)-szeresét irjuk be.
Vagyis a minimumfeladat helyett az eredeti célfiiggvény (—1)-szeresének
maximumat fogjuk keresni.

Bemutatott példank modositott normal feladatra torténd visszavezetése
az indulo szimplextablazat (1.14. tablazat) jelentds boviilésével jart egyfitt.
Altalanos érvénnyel megallapithato, hogy minél tobb > jellegii feltétel van
a feltételi egyenldtlenségekben, az indul6 tablazatunk azzal egyenes arany-
ban boviil. Ez oda vezet, hogy bonyolultabb feladatok esetén a szamitas
igen hosszadalmassa valik. Eppen ezért a gyakorlatban nem célszerii ezt
a modszert alkalmazni.

Kézenfekvo, hogy itt is (a modositott normal feladathoz hasonloan)
keressiink egy egyszerisitett megoldast.

1.3.2. Egyszeriisitett megoldas

Az egyszerlisitett megoldas Iényege, hogy a v, valtozokat nem a primalis,
hanem a dualis valtozok kozott szerepeltetjiik, negativ eldjellel. Ez azt jelenti,
hogy a megfeleld egyenldtlenségeknél nem a szokasos < relacid, hanem
az ellenkezd értelmii > relacio van érvényben. A (—v) valtozokhoz tartozo
sorokat negativ soroknak fogjuk nevezni. Ezzel sikeriilt azt elérni, hogy
az induld szimplextablazatunkat egyaltalan nem kell béviteni (1.15. tablazat).

1.15. tablazat
X1 X2
v 1| 6
| 2 4 |12
v | 0 4 4
cC |5 -6 0
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Az egyszerusitett feladat megoldasa soran célunk az, hogy a csillagos (ha
van) és a negativ sorokat ki tudjuk kiiszobdlni, vagyis a negativ és a csillagos
valtozokat az elsé sorba kell juttatni. Ennek megfelelden generaloelemet
mindig olyan oszlopban valasztunk, ahol a csillagos és a negativ sorokhoz
tartozo elemek egydlittes 6sszege pozitiv szam. Ha csillagos sorbol kertil ki
a generaloelem, akkor a kovetkezd tablazatbol a megfeleld oszlop kiesik.
Mas a helyzet, ha negativ sorban van a generaloelem. Ilyen esetben az 1j
tablazatbol nem esik ki az oszlop, erre vonatkozoan is el kell végezni a sza-
mitasokat. A szamitasok végrehajtasa utan a kérdéses oszlop minden egyes
elemét meg kell szorozni (—1)-gyel. Ez azt eredményezi, hogy az adott (—v)
valtoz6 pozitivva valik.

Mindezek figyelembevételével kezdjiik el példank megoldasat. Egyszer(i
helyzetben vagyunk, hiszen az 1.15. tablazatban csak negativ sorok vannak.
Mindkét oszlopban a negativ sorokhoz tartozo elemek 6sszege pozitiv, igy
generaldelemet most a modositott normal feladatnal bemutatott modon kell
valasztani. Példankban a generaloelemet az x, oszlopban valasztjuk, mert
abszolut értékben ennek az oszlopnak az értéke a legkisebb. Nézziik meg,
hogy az adott oszlopban melyik elem lesz a generaloelem:

elsé sor: 6/2 =3

masodik sor: 12/2 = 6.

A harmadik sorban sziikségtelen a szamitas elvégzése, mert nulla értéki
elemet nem valaszthatunk generaloelemnek. A kapott eredmény azt mutatja,
hogy az elsé sor eleme lesz a generaloelem (2), mivel itt a legkisebb a hanya-
dos értéke.
Ezt kovetden el kell késziteni az 01j szimplextablazatunkat. E16szor
a valtozok cserélnek helyet, vagyis az x, valtoz6 az els6 sorba keriil, a —v,
valtoz6 pedig az els6 oszlopba, de mar pozitiv eldjellel. Az Gj tablazat ele-
meinek meghatarozasa a mar ismertetett modon torténik, annyi modositassal,
hogy a generaldelem oszlopanak minden elemét megszorozzuk (-1)-gyel.
Végezziik el az 0j tablazat elkészitéséhez sziikkséges szamitasokat.
* A generaloelem uj értékének meghatarozasa:
a,=2 — a,’=-172
* A generaloelem oszlopa elemeinek meghatarozasa:
a, =2 — a,’=2/2=1
a, =0 — a,’=02=0
c,=-5 — ¢’ =-5/2

1
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* A generaloelem sora elemeinek meghatarozasa:
a,=1 - a, =172
b =6 —  b’=62=3

A fenti szamitasok eredményeit mar beirhatjuk az 0j tablazatba (1.16. tablazat).

Figyeljiink arra, hogy a generaléelem oszlopaban van nulla, a har-
madik elem, igy a ra mer6leges sor, a harmadik sor elemeit valtozatlanul
beirhatjuk az Gj szimplextablazatba (1.17. tablazat):

1.16. tablazat 1.17. tablazat
V1 X2 Vi X2
x| =172 12 3 x| =12 112 3
- 1 - | - ¥ | R
—V3 0 o . —V3 0 4 4
C | =512 . . C | =512 .

Igy a téglalapszaballyal mér csak négy elemet kell kiszdmitani, amit a nor-
mal feladatnal megismert és részletesen bemutatott modon hajtunk végre.
A szamitasok elvégzése utan az 1.18. tablazathoz jutunk.

Folytassuk a feladatot a fent bemutatott moédon, hiszen még van negativ
sor. Az (jj generaloelemet a v, oszlopban kell vilasztani. Egyértelmii, hogy
csak a masodik sor eleme (1) lehet generaloelem.

Miel6tt tovabbmennénk, meg kell ismerni egy fontos szabalyt. Ha egy
negativ valtozo az els6 sorba keriilt, és ott pozitiv eldjeliivé valt, a feladat
folytatasa soran pozitiv elgjelil valtozoként visszakeriilhet az elsé oszlopba.

Példankban ez a szituacio all most fenn, tehat a feladatot nyugodtan
folytathatjuk. A szamitasok elvégzése utan az 1.19. tablazatot kapjuk.

1.18. tablazat 1.19. tablazat
Vi X2 V2 X2
x| =172 12 3 x| =12 2 6
v 3] 6 vl -1 3 |6
;| 0 4 4 —vi| 0 4
C|-52 =712 | 15 C| =52 4 30

M¢ég mindig van negativ sor a tablazatban, igy az el6zbek szerint foly-
tatjuk a feladat megoldasat. Generaloelemet csak a masodik oszlopban
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valaszthatunk, és ott csak a harmadik sor eleme lehet az (4). Elvégezve
a valtozok cseréjét és a szamitasokat, az 1.20. tablazatot kapjuk.

Sikeriilt minden negativ sort kikiiszobolni az ismertetett modszer-
rel. Ha ez nem sikeriilt volna, akkor a feladatnak nincs megoldasa, hiszen
nincs egyetlen realizalhatd program sem. Példankban a szamitasok elsd
fazisat (a negativ ¢s lires sorok kikiiszobolése) befejeztiik. Ezzel azonban
még a feladatot nem oldottuk meg. Ha figyelmesen megnézziik az 1.20.
tablazatot, lathato, hogy a negativ sorok kikiiszobolésével egy normal fel-
adat szimplextablazatahoz jutottunk. Normal feladat esetén abban az osz-
lopban kell generaloelemet valasztani, amelyiknek utols6 eleme pozitiv
szam. Ez a feltétel a masodik oszlop esetén fennall. Tehat ha a generaloelem
valasztasanak normal feladatnal megismert feltételei teljesiilnek, a feladatot
normal feladatként kell tovabb folytatni. Esetiinkben a masodik sor masodik
eleme lesz a generaldelem (3/4). Az 4j szimplextablazatra torténd attérés is
anormal feladatnal tanult médon torténik, igy a szamitasok elvégzése utan
az 1.21. tablazatot kapjuk.

1.20. tablazat 1.21. tablazat

V2 V3 V2 Vi
x| =12 2/4 2 X1 1/6 -2/3 2
v | -1 3 vi | 43 43 | 4
X2 0 —1/4 1 x | =173 1/3 2
C | =52 1 26 C | =76 —4/3 | 22

Mivel az utols6 sor minden eleme (kivéve a célfiiggvény értékét) negativ, igy
eljutottunk az optimalis megoldashoz. A kapott eredmény a kévetkez6 lesz:
x, =2
x,=2
x,=0

C=25+26=22.

Szovegesen megfogalmazva ez azt jelenti, hogy az allatok etetéséhez az x,
takarmanybdl és az x, takarmanybol egyarant két egységet hasznalunk fel,
igy egy szarvasmarha etetése naponta 22 €-ba keriil.

A normal, a modositott normal és az altalanos feladatnal bemutatott
moddszerekkel barmilyen linearis programozasi feladatot meg lehet oldani,
ha a feladatnak az adott feltételek mellett van megoldasa. Ahhoz azonban,
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hogy a bemutatott modszereket a gyakorlatban is alkalmazni tudjuk, ugy
kell atfogalmazni a feladatokat, hogy azok a kovetkezo feltételeknek ele-
get tegyenek:
« afeltételi egyenl6tlenségek jobb oldalan nemnegativ szam szerepeljen;
* az optimumot a célfiiggvény maximuma jelentse.



2. A szallitasi probléma

2.1. A szallitasi probléma megfogalmazasa

Ebben a fejezetben a linearis programozas egyik specialis agaval, az ugy-
nevezett szallitasi problémaval foglalkozunk. El8szor az egyszeri szallitasi
problémat ismertetjiik. Ez azonban, mint latni fogjuk, a gyakorlatot igen
leegyszertisiti, ennélfogva nagyrészt nem alkalmas a gyakorlatban jelentkezd
szamos feladat megoldasara. Eppen ezért foglalkoznunk kell az altalanos
szallitasi probléma megfogalmazasaval és megoldasaval is.

A kovetkezékben fogalmazzuk meg az egyszeri szallitasi problémat.
Tegyiik fel, hogy valamely varosban, orszagban, egyszoval egy teriilet-
egységen kibocsatohelyek allnak rendelkezésre. Jeloljiik ezeket K, K.,...
K -mel. Ugyanakkor fogadohelyek is rendelkezésre allnak, amelyeket jelol-
jink Fw F,,..., F -nel.

Altalanossagban kibocsatohelynek nevezhetiink minden olyan gyarto-
vagy mas egységet, ahonnan arut lehet elszallitani, fogadohelynek pedig
minden olyan raktarat, tizletet, felhasznalot stb., ami arut igényel.

[rjunk fel egy konkrét példat, és ezen keresztiil fogalmazzuk meg a prob-
1émat. Tegyiik fel, hogy egy varosban 6t sétaloutcat kell feltjitani. A munka-
latokhoz sziikséges diszkdvet négy telephelyrdl Iehet szallitani. A telephelyek
egyenként 40, 70, 60 és 30 kocsirakomanynak megfelel6 diszkémennyiséget
tudnak rendelkezésre bocsatani. Az egyes épitési helyeknek (fogadohelyeknek)
azigénye 30, 60, 50, 40 és 20 kocsirakomany. Lényeges megjegyezni, hogy
azonos tipusu (teherbirasu) kocsikat feltételeziink a feladat végrehajtasanal.
A feladat megoldasahoz ismerniink kell a fogado- és kibocsatohelyek tavol-
sagat is, amely adatokat a 2.1. tablazat tartalmazza, kiegészitve az igények
¢és a kapacitasok értékeivel.



38 DONTESELOKESZITESI MODSZEREK

2.1. tablazat

kibocsatohelyek F, F, F, F, F, | kapacitas
K, 6 2 8 7 5 40
K, 4 3 7 5 9 70
K, 2 1 3 6 4 60
K, 5 6 4 8 3 30
sziikséglet 30 60 50 40 20 200

A tablazat az alabbi elemekbdl épiil fel:
» azels6 sor a fogadohelyeket,
» az utolso sor a fogadohelyek sziikségletét (b),
» azels6 oszlop a kibocsatohelyeket,
* az utolso oszlop a kibocsatohelyek kinalatat (a),
» atablazat belseje pedig az egyes kibocsatohelyek és fogadohelyek
egymas kozotti tavolsagat tiinteti fel (C).

Itt kell megjegyezni, hogy a tablazatba nem feltétlenil sziikséges tavol-
sagértékeket irni. El6fordulhat, hogy az atszallitas egységkoltségeit, eset-
leg az elérhetd nyereségeket vessziik figyelembe a feladat megoldasanal.
Ilyenkor persze nem a minimalis futds, hanem a minimalis koltség vagy
a maximalis nyereség elérése a célunk. Ennek megfeleléen beszélhetiink
koltségtablazatrol, vagy nyereségmatrixrol, esetleg teljesitménymatrixrol stb.

A fentiek alapjan mar meg tudjuk fogalmazni, mit is értiink szallitasi
probléma alatt: adott kibocsatohelyekrél adott fogadohelyekre torténd szal-
litas valamilyen szempont (minimalis futas, minimalis koltség, maximalis
nyereség stb.) szerinti optimalizalasa.

A probléma megoldasanak szamtalan valtozata van. Ezek koziil kell
kivalasztani a legjobbat. Probaljuk meg ezt most altalanossagban meg-
fogalmazni. Ennek érdekében az elébb emlitett tablazatot, illetve matri-
xot (figgetleniil annak tartalmatol, vagyis hogy teljesitményt, koltséget
stb. reprezental) nevezziik célmatrixnak vagy koltségmatrixnak. Ha a célt
optimumkritériumnak nevezziik, akkor a célmatrixunk fejezi ki azt, hogy
tulajdonképpen a feladatot mi célbol akarjuk megoldani.

Az optimalis megoldas tartalmazza azokat az X, értekeket, amelyek
azt jelentik, hogy az i-edik kibocsatohelyrdl a j-edik fogadohelyre mennyi
diszkovet kell szallitani. Ezeket az értékeket szintén matrix formajaban
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lehet felirni. Ezt a matrixot diszpoziciés matrixnak nevezziik, és X-szel
jeloljiik (2.2. matrix).

2.2. matrix

A feladat megoldasa soran lathatjuk majd, hogy a matrix elemei koziil
(az x, értékek koziil) bizonyos szamunak nullaval kell egyenlének lennie,
ha a feladatot optimalisan oldottuk meg. Ezen tilmenden az is igaz, hogy
a tobbi elem csak pozitiv szam lehet. Tehat 6sszességében a matrix elemei
csak nemnegativ szamok lehetnek, vagyis:

@.1) x; 20 Vi,j.

A feladat megoldasanal célul tliztiik ki, hogy a gépkocsik Osszes futasa
minimalis legyen. Ennek érdekében az alabbi fliggvényt, az ugynevezett
célfiiggvényt irhatjuk fel:

22) C=6x,+2x,+...+5x;5 +4x, +...+3x,;, — min

Lathatjuk, hogy a célmatrix ¢s a diszpozicidos matrix elemeit szoroztuk
Ossze, majd ezeket Osszeadva keletkezett a célfiiggvény. Ezt altalanosan
megfogalmazva, egyszeriibb matematikai jeloléssel az alabbiak szerint
fejezhetjiik ki:

2.3) C=>c,x;, — min

i,j

Két azonos dimenzidji matrixnak ezt a fajta, elemenkénti szorzatat (a valodi
matrixszorzastol valo alapvet6 kiilonbozosége miatt) mas névvel illetjik,
ez az ugynevezett Schur-szorzat vagy Hadamard-szorzat. Jelolése: C o X.

A célfiiggvény nem minden x, esetben érvényes, vannak korlatozo
feltételek is, amelyek a kovetkezok:
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Xy +X,+x;+x,+x,=40

Xy +..+ X, =70

2.4)
X5+ + x5 =60
Xy t...tx, =30
X, +x,, +x;, +x,, =30
X, +...+x, =60
2.5) Xp3 .ot X4y =50

X, +...+x, =40
X5 +...+x, =20

Egyszerlibb matematikai jeloléssel az el6z6ek a kovetkezoképpen irhatok le:

2.6) Z X, =
j=1
Q.7) Z::,x, =b;,

ahol a, az i-edik kibocsatohely kapacitasa, b, pedig a j-edik fogadohely
igénye. Az elsd egyenlet a K, k1bocsatohelyrol elszallithatd mennyiséget
mutatja, mig a masodik egyenlet azt fejezi ki, hogy az F, fogadohelyre nem
lehet annak igényénél tobb arut (de kevesebbet sem) széllitani.

Végiil ismerkedjiink meg néhany igen fontos definicioval, amelyek
ismerete a feladat megoldasanal nélkiilozhetetlen.

Optimumkritérium alatt azt a célt értjiik, amelynek érdekében keres-
siik az optimalis megoldast. Az optimumkritérium matrixa a célmatrix (c,).

Optimalis megoldas alatt azt az X matrixot értjiik, amely megmondja
melyik kibocsatohelyrdl melyik fogadohelyre hany rakomanyegységnyi arut
kell elszallitani ahhoz, hogy a szallitas kielégitse az optimumkritériumot.

A program értékén a célfiiggvénynek azt az értékét értjiik, amelyet
az optimalis megoldas szolgaltat.
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2.2. A célmatrix atalakitasa

A konkrét programozasi feladat megkezdése el6tt esetenként célszerti a cél-
matrixot atalakitani. Az atalakitasnak az az alapgondolata, hogy a meg-
oldas szempontjabdl indifferens, hogy a célmatrix barmely soranak vagy
oszlopanak elemeit ugyanazzal a szammal csokkentjiik, illetve noveljik.
Ezt egy egyszerii példaval konnyen bizonyithatjuk.

Tegyiik fel, hogy csak két fogado- és két kibocsatohelyrdl van szo,
és a kapacitas, valamint az igény értéke mindenhol egy-egy kocsirakomany.
A célmatrix a 2.3. tablazat szerint néz ki (a tavolsagértékek kilométerben
vannak megadva).

2.3. tablazat

Fi.. B
Ki | 6 2 1
K| 4 3 |
1 1

Ebben az esetben a lehetséges programok szama kettd. Az els6 program
szerint szallithatunk az els6 kibocsatohelyrdl az els6 fogaddhelyre, valamint
a masodik kibocsatohelyrdl a masodik fogadohelyre. A masodik program
szerint az els6 kibocsatohelyrdl a masodik fogaddhelyre, a masodik kibo-
csatohelyrdl az els6 fogadohelyre szallitunk. Jeldljiik L -gyel az elsé, L,-vel
a masodik programhoz tartozo tavolsagot:

L,=6+3=9km

L,=4+2=6km

Egyértelmii, hogy a masodik program jobb, mint az elsd, mégpedig:
L, —L,=9-6=3kilométerrel.

Most alakitsuk at gy a kilométermatrixot, hogy a masodik oszlop minden
elemébdl vonjunk le 2-t, igy az i matrix a 2.4. tablazat szerinti lesz.

2.4. tablazat

FiT B
Ki| 6 0|1
K | 4 1 1
1 1
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Végezziik el ismételten az el6z6 szamitast:
L=6+1=7
L,=4+0=4

Ismét a masodik program a jobb, és a szallitasi tavolsagokat 6sszehasonlitva
a kiilonbség ismét annyi, mint az ¢l6z6 esetben:
L -L,=7-4=3km.

Ez a példa mar sejteti az alabbi tételt, amelyet matematikailag is bizonyitani
fogunk: az optimalis program szempontjabol barmely szallitasi probléma
valtozatlan marad, ha a célmatrix barmely oszlopanak vagy soranak elemeit
ugyanazzal a szammal noveljiik vagy csokkentjiik.

Az ij matrix alapjan szamitott célfiiggvény persze modosul, mégpe-
dig annyival, amennyivel megvaltoznak az oszlopok, illetve sorok értékei.

Bizonyitas: Legyen r, és s, tetszbleges konstansok. Képezziik a redu-
kalt célmatrix-elemeket az alabbiak szerint:

r_
(2.8) C; =Cy—1,—S,,

2.9) el = Z(ij 1+, )XJ
i

ij
felbontva a zarojelet:
(2.10) D€y = DLy DXy DS X,
ij i,j i.j i.j
Mivel 7, és s, konstansok, ezért kiemelhet6ek a szummazas elé:
Z 5 l/ = th/ g
ZS Xy =S, Zx,,

Ha a -vel jeloljiik az i-edik kibocsatohely kapacitasat és b/.-Vel aj-edik foga-
dohely igényét, akkor igaz az, hogy ‘

a,=3.x,,
7
=%
i

@2.11)

2.12)
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vagyis a (2.10) a kdvetkezo alakba irhato:
(2.13) zc;jxy ZZ%XU +Zr,.ai +Zsfbf'
ij ij i J

Tehat Y ra, és Zsjbj konstansok, igy igaz az, hogy a redukalt célmatrix
alapjan szamitott cclfiiggvény csak egy konstanssal tér el az eredeti cél-
matrixbol szamitottol.

Ezek alapjan az optimalis megoldas a redukalt célfiiggvény esetében
is ugyanolyan X, értékek mellett all fenn, vagyis:

(2.14) mian;ij. = mianijxij +Cp =C, +C,,
i i
(2.15) Cr =Zr,.ai+ZSjbj.

Felhasznalva matematikailag is bizonyitott tételiinket, le lehet egyszerisiteni
célmatrixunkat Gigy, hogy minden soraban és oszlopaban legyen legalabb
egy nulla elem. Ezt Ggy érjiik el, hogy els6 1épésként megkeressiik minden
oszlop legkisebb elemét, és ezt kivonjuk az oszlop 6sszes elemébdl, majd
ugyanezt végrehajtjuk a soroknal is. Ezt a miiveletet redukalasnak nevez-
ziik. El6fordulhat az is, hogy mar az oszlopok redukalasa utan talalunk
minden oszlopban és sorban nulla elemet. Ebben az esetben a soronkénti
redukalasnak mar nincs értelme.

Nézziik meg példankon keresztiil, hogyan kell a redukalast végrehaj-
tani a 2.1. tablazat matrixan. Minden oszlopban keressiik meg a legkisebb
elemet (2, 1, 3, 5, 3), és vonjuk le az oszlop mindegyik elemébdl. Ekkor
a 2.5. matrixot kapjuk. Ezt kdvetden soronként is valasszuk ki a legkisebb
elemeket (1, 0, 0, 0), és végezziik el itt is a redukalast (2.6. matrix).

2.5. matrix 2.6. matrix
4 1 5 2 2 30411
2 2 4 0 6 2 2 40 6
00 0 11 00 011
35130 35130
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Lathato, hogy csak az elsd sorban kellett Gjbol redukalni, igy minden osz-
lopban és sorban van nulla elem. Itt kell megjegyezni, hogy a redukalas
végrehajtasanal a sorok €és az oszlopok szerepe felcserélhetd. Kezdhettiik
volna az atalakitast a sorokkal is, célszerli azonban ott kezdeni a redukalést,
ahol tobb elem talalhatd. A fentieket is figyelembe véve a feladatot leiro uj
matrix, kiegészitve a kapacitasok és az igények vektoraival, a 2.7. tablazat
szerinti lesz.

2.7. tablazat

30 4 1 140

2 2 4 0 6170 C a

0 0 0 1 1[60 =

3.5 1.3 0130 b |Sa-3
30 60 50 40 20| 200 ==

Ez a matrix az elszallitandd arumennyiséget tekintve ugyanazt az optima-
lis programot szolgaltatja, mint a 2.1. tablazat matrixa. A szallitas futas-
teljesitményét tekintve nem ez a helyzet, a két tablazat alapjan szamitott
futasteljesitmény kiilonbségét azonban konnyi kiszamitani. Nem kell mast
tenniink, mint az egyes oszlopokbdl, illetve sorokbol levont értékeket meg-
szoroznunk az adott oszlop, illetve sor végén feltiintetett kapacitas vagy
igény értékével, majd az igy nyert szorzatokat kell 6sszeadnunk. Példankban
ez a kovetkez6:

C,=230+1-60+3-50+5-40 + 320 + 140 + 0-70 + 0-60 + 0-30 = 570 km.
Ha a redukalt célmatrix alapjan kiszamitott futasteljesitményt az elobb kisza-
mitott 6sszeggel megnoveljiik, megkapjuk a végleges, optimalis eredményt.
2.3. Megoldas disztribuciés modszerrel

A disztribucios eljaras 1ényege, hogy megadunk egy indulé programot,

majd azt [épésrdl 1épésre addig javitjuk, amig el nem jutunk az optimalis
megoldashoz.
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2.3.1. Indul6 program készitése

Mar az induld program elkészitésénél célszerii arra torekedni, hogy a szét-
osztast a lehet0 legkisebb futasteljesitmény elérésével valdsitsuk meg. Ebbél
a célbol tobbfajta modszert is kidolgoztak az induld program meghataro-
zasara, amelyek koziil négyet ismertetiink.

2.3.1.1. Eszaknyugati sarok médszer

A modszer Iényege, hogy mindig arra a ¢, elemre programozzuk a leheté
legtobbet, amelyre i + 7 minimalis. Ez azt Jelentl hogy az x, elemek meg-
hatarozasanal az [1,1] elemtdl indulunk, ami a matrix bal felsé sarkaban
talalhato. Ez a hely a térképeken az északnyugati iranynak felel meg, innen
a modszer neve.

Nézziik, példankban hogyan készithetjiikk el az indulé programot.
Azindul6 elem tehat a ¢, elem, és programozzunk rd annyit, amennyit csak
lehet. Az adott relacioban az igény 30 rakomanyegység, a kibocsatohelyen
pedig 40 rakomanyegység all rendelkezésre. Ezért a teljes igényt ki tudjuk
innen elégiteni, vagyis a c,, elemre 30 egységet programozhatunk. Ezt tgy
jeloljiik, hogy a megfeleld ¢, elemet bekeretezziik, és a megfeleld x,; érteket
ac, _]Obb fols6 sarkaba irjuk (2.8. tablazat). Azokat a ¢, elemeket, amelyekre
X, > 0, kotott elemeknek, amelyekre X, = 0, szabad elemeknek nevezziik.

Mivel az F, fogadohely minden igényét kielégitettiik, az elsé oszlop-
ban nem programozhatunk tobbet. A fennmarado ¢, matrixelemek koziil
a c,-re minimalis az i + j 6sszeg, igy erre programozunk. A K, kibocsato-
helynek még van 10 egységnyi szabad kapacitsa, az F, fogadohelynek
pedig 60 egység igénye, amelybdl tehat 10-et ki tudunk elégiteni: ¢, -re 10
egységet programozunk: x,, = 10. Mivel a K, kibocsatohelyen nem maradt
tobb elprogramozhatd egység, az elsé sor elemeire a tovabbiakban nem
programozhatunk.

A fennmarad6 elemek koziil a c,, elemre minimélis az i + j Osszeg,
igy a kovetkezd 1épésben erre programozzuk a lehetd legtobbet. Mivel
a K, kibocsatohely kapacitasa 70, és az F, fogaddhely igényébdl még 50
egységet nem elégitettiink ki, ezt meg tudjuk tenni: x , = 50. Az F, fogado-
helyet tehat teljesen kielégitettiik, és a K, kibocsatohelyen még maradt 20
elprogramozatlan egység.
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A szabalyt tovabb folytatva, mindig a minimalis i + j sszegll c, ele-
mekre a lehet6 legnagyobb X, értéket programozva a 2.8. tablazatot kapjuk
eredményiil.

2.8. tablazat

[6]° 8 7 5 |40 10
4 20 5 9 | 70 20
2 1 3] [6f° 4 | 60 30
5 6 4 [8]° [3F°[30 =20

30 66 50 46 20
PO 200

Sikeriilt tehat minden igényt kielégiteniink és az dsszes kapacitast felhasz-
nalnunk. Olvassuk most le, hogy az elkésziilt program alapjan végrehajtando
szallitasi feladatnak mekkora a futasteljesitménye. Mint mar emlitettiik,
az egyes relaciokban jelentkez6 futasteljesitményeket ugy tudjuk meghata-
rozni, hogy az egyes kotott elemeket (kilométerelemek, c. ) megszorozzuk
az adott viszonylatban elszallitott rakomanyegységekkel (x ;> majd a szor-
zatok eredményét az egész feladatra vonatkozdan osszeadjuk

A 2.8. tablazat alapjan ez a kdvetkezdképpen torténik:

K, —F, relacioban: 30-6 = 180 km,

K, —F, relacioban: 10-2 = 20 km,

K, —F, relacioban: 50-3 = 150 km,

K,-F, relacioban: 20-7 = 140 km,

K, — F, relacioban: 30-3 = 90 km,

K, — F, relacioban: 30-6 = 180 km,

K, —F, relaciéban: 10-8 = 80 km,

K, — F, relacioban: 20-3 = 60 km.
Tehat C =900 km.

Mivel az X matrix tobbi eleme 0, ezért a Schur-szorzatba nem adnak
tagot.

Ha a program értékét a redukalt matrix felhasznalasaval hataroztuk
volna meg, C értékére egy kisebb értéket kaptunk volna, amelyet a redu-
kalaskor kiszamitott C, értékkel még meg kellett volna novelni.
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2.3.1.2. Progressziv modszer

Azugynevezett progressziv modszer a koltségmatrix aktualisan legkisebb
elemeit felhasznalva szolgaltat induld programot: minden Iépésben meg-
keressiik a ¢, matrix legkisebb elemét, s a lehetd legnagyobb értéket prog-
ramozzuk ra. Két azonos ¢, matrixelem esetén azt valasztjuk, amelyikre
tobbet lehet programozni. Ha ez is azonos, tetsz6legesen valasztunk koziliik.

A 2.1. matrix legkisebb eleme a c,, elem, értéke 1. Erre programozzuk
tehat elséként a lehetd legnagyobb értéket, 60-at: az F, fogadohely igénye
60 egyseg, amelyet a K, kibocsatohely teljes egészében ki tud elégiteni.
A kovetkez legkisebb értékii eleme a koltségmatrixnak a 2, amely a ¢,
¢s a ¢, helyeken fordul el6. Azonban sem a c,, sem a ¢, elemre nem lehet
mar programozni. A kovetkez0 legkisebb métrixelemek a3 =c,,=c,,=c
amelyek koziil csak a ¢, -re lehet programozni, 20 egységet. Mind a ¢, ,
mind a c,, elem értéke 4, amely a kdvetkez6 legkisebb koltségmatrixelem,
amelyekre még lehet programozni. Azonban mig a c,, elemre csak 10 egysé-
get, addig a ¢, elemre 30 egységet lehet programozni, ezért ezt valasztjuk.
A kovetkez6 lépésben mar programozhatunk a c,, elemre, hiszen ez a leg-
kisebb a lehetséges elemek koziil. Elvégezve a programozast a c,, elemre
40-et, a c , elemre pedig szintén 40 egységet programozva, a 2.9. tblazatot
kapjuk, amelybdl leolvashat6 a program értéke.

452

2.9. tablazat

6 2 [8f 7 5 | 40
4 3 7 [5]° 9 |70 40
2 1 3 6 4 |66
5 6 [4]° 8 [3[°]| 30 16
36 66 ﬁ 0 220 L,

C=840+430+540+ 160+ 410 + 320 =800 km

2.3.1.3. Kettos elony modszer

Az ugynevezett kettés elony modszer a progressziv mddszerhez képest
annyiban mas, hogy oszloponként €s soronként veszi figyelembe a leg-
kisebb elemet.
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Els6 [épésben alahuzzuk minden sor legkisebb elemét. Ezutan, fligget-
leniil attdl, hogy melyik elem van mar alahuzva, alahtizzuk minden oszlop
legkisebb elemét is. Ezzel lesznek kétszer, egyszer alahtzott és alahuzatlan
elemeink. A kétszer alahtizott elem(ek) az adott oszlopban és sorban is a leg-
kisebb elem(ek), az egyszer alahtzott(ak) pedig vagy csak a soruknak, vagy
csak az oszlopuknak a legkisebb eleme(i). Ezt lathatjuk a 2.10. tablazatban.

2.10. tablazat

6 2 8 7 5 | 40
4 3 7 5 9 [0
2 1 3 6 4 | 60
5 6 4 8 3 |30
30 60 50 40 20 | 200

Els6 korben a kétszer alahtizott elemekre programozunk, innen a modszer
neve. Ezen elemek koziil kivalasztjuk a legkisebbet, ha tobb ilyen elem van,
akkor arra programozunk, amelyikre nagyobb értéket lehet. Ha ez is azonos,
akkor szabadon valaszthatunk. Most két darab ilyen kétszer alahuzott ele-
miink van: ¢, = 1¢és ¢, = 3. A ¢, elem a kisebb, tehat erre programozzuk
a lehetd legtobbet, 60-at. Ezutdn a ¢, elemre még lehet programozni, ezért
20 egységet raprogramozunk.

Ezzel elfogytak a kétszer alahuzott elemek, ezért masodik korben at-
tériink az egyszer alahuzott elemekre. A valasztas tovabbi elvei ugyanazok,
mint eddig. A legkisebb egyszer alahuzott elemek ac ,=c, =2, de az egyik-
nek a soraban, a masiknak az oszlopaban nincs szabad elprogramozhato
kapacitas, illetve igény. Ezért tovabblépilink a kovetkezo legkisebb egyszer
aldhtzott elemre, a 3 értékii c,,-re €s ¢, -ra, azonban ezekkel is hasonlo
a helyzet, nincs szabad kapacitasuk, illetve igényiik. A maradék egy egyszer
aldhuzott elemnek, a c¢,,-nek a sordban azonban van 40 egység kapacits,
oszlopaban 40 egység igény, igy erre ra tudunk programozni 40 egységet.

Ezzel elfogytak az egyszer alahuzott elemek is. Utolso korben az ala-
huzatlan elemekre programozunk: a c,-re 30-at, a c,,-ra 10-et, a ¢ ,-ra
pedig 40-et. Ezzel minden kapacitast elprogramoztunk, minden igényt ki-
elégitettiink. A program értéke a 2.11. tablazatbol leolvashato.
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2.11. tablazat

6 2 [8f 7 5 |46
[4F° 3 7 [5}° 9 |7 40
2 1P 3 6 4 |eo
5 6 [4]° 8 [3[°|36 10
30 60 50 40 20
200
40

C=840+430+540+ 160+ 410 + 320 =800 km

2.3.1.4. Bastyamodszer

Ezen modszer alkalmazasakor két szabalyt kell betartanunk:

1. A matrixon ugy haladjunk végig, hogy miutan egy ¢, elemre prog-
ramoztunk, a kdvetkez6 elem, amelyre programozunk, az i-edik
sorban vagy a j-edik oszlopban legyen. Ezzel az egymas utan prog-
ramozott elemek kozti mozgas ugy néz ki, mint ahogy a bastya
mozog a sakktablan, innen a modszer neve.

2. Mindig a legkisebb szabad elemre programozunk, és mindig a Ilehetd
legnagyobb mennyiséget.

Itt mindjart felmeriil az a probléma, hogy a minimalis koltségelem nem
mindig valaszthato ki egyértelmiien, a programozas kezdetén pedig az,
hogy melyik elemre programozzunk elséként. A 2.7. tablazat redukalt mat-
rixara programozva a minimalis kilométerelem 0, amelybdél minden sorban
¢és oszlopban megtalalhato legalabb egy. Célszer(i azt a nullat valasztanunk,
amelynek soraban vagy oszlopaban tobb nulla mar nincs. Ha ilyen nulla
elem nem talalhato, akkor olyan nullat kell valasztani, amely mellett a lehetd
legkevesebb nulla elem van. Nézziik, példankban hogyan készithetjiik el
az indul6 programot. Valasszuk indul6 elemnek a c,, elemet, és progra-
mozzunk ra annyit, amennyit csak lehet. Az adott relacioban az igény 40
rakomanyegység, a kibocsatohelyen pedig 70 rakomanyegység all rendel-
kezésre. Ezért a teljes igényt ki tudjuk elégiteni, vagyis a c,, elemre 40
egységet programozhatunk (2.12. tablazat).

Mivel a F, fogadohely minden igényét kielégitettiik, a bastyaszabalyt
figyelembe véve az oszlopban tovabbhaladni nem tudunk, igy az indulo
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iranyra merdlegesen haladunk tovabb a masodik sorban. Itt minimalis elem
mind a ¢,,, mind a c,,, éppen ezért barmelyiket valaszthatndnk. Nem cél-
szerli azonban a c¢,, elem valasztésa, mert ebben az esetben degeneracid
lépne fel (a degeneracio problémajaval a kdvetkez6 alpontban részletesen
foglalkozunk). Programozzuk tehat a c,, elemre. Az F, fogadohely igénye
jollehet 60 egység, azonban csak a K, kibocsatohely maradékat, vagyis 30

egységet tudunk erre az elemre programozni.

2.12. tablazat

3 [0f° - 4 — 1 = [1]°]| 40
1 1

2 2P « 4 < [o] 6 | 70
l

[0f° —« 0 < [of 1 1 | 60
i 1

3 5 (1P — 3 < [o]°]| 30

30 60 50 40 20 | 200

Ezt a szisztémat folytatva a 2.12. tablazatban megjeldlt sorrendben tudjuk
elvégezni a programozast. Sikeriilt minden igényt kielégiteniink és az dsszes
kapacitast felhasznalnunk. Olvassuk most le, hogy az elkésziilt program
alapjan végrehajtando szallitasi feladatnak mekkora a futasteljesitménye.
A 2.12. tablazat alapjan ez a kovetkezképpen torténik:

K, —F, relacioban: 30-0 = 0 km

K, - F, relaciéban: 10-1 = 10 km

K, - F, relacioban: 30-2 = 60 km

K, —F, relacioban: 40-0 = 0 km

K, - F, relacioban: 30-0 = 0 km

K, —F, relacioban: 30-0 = 0 km

K, —F, relaciéban: 20-1 = 20 km

K, —F, relacioban: 10-0 = 0 km

Osszesen: 90 km
Tehat C; =90 km.

Ez természetesen nem a valodi értéket mutatja, mivel a redukalt matrix-
boél szamitottuk ki. C valds értékét ugy kaphatjuk meg, hogy a redukalaskor
kiszamitott C, értékkel még megndveljiik: C=C,, + C; =570 +90 = 660 km.

(SR R}

IS

w Tw =
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Alternativ lehetdség a program valds értékének kiszamitasara, hogy
a programozott.x,, értékeket nem a redukalt matrix elemeivel, hanem az ere-
deti ¢, kilométerelemekkel szorozzuk meg. A bemutatott példaban mindkét
mddszerrel hatarozzuk meg a célfiiggvény értékét. A 2.1. tablazatban szereplo
eredeti kilométerelemeket felhasznalva az egyes szallitasi viszonylatok,
majd a teljes feladat futasteljesitményét az alabbiak szerint hatarozzuk meg.

K, —F, relacioban: 30-2 = 60 km

K, — F, relacioban: 10-5 = 50 km

K, - F, relacioban: 30-3 = 90 km

K, —F, relacioban: 40-5 = 200 km

K, —F, relacioban: 30-2 = 60 km

K, —F, relacioban: 30-3 = 90 km

K, — F, relacioban: 20-4 = 80 km

K, — F, relacioban: 10-3 = 30 km

Osszesen: 660 km
Tehat C = 660 km.

2.3.2. Degeneracié és megsziintetése

Bizonyitas nélkiil mondjuk ki, hogy a kotott elemek szama minden esetben
1-gyel kisebb a matrix sorainak és oszlopainak 0sszegénél. Ezt a szamot
nevezzik kritikus szamnak:

(2.16) k=m+n-—1,

ahol k a kritikus szam, m a célmatrix sorainak a szdma, n a célmatrix osz-
lopainak a szama.

Példankban a matrix sorainak €s oszlopainak szama 9sszesen kilenc,
vagyis nyolc kotott elemnek kell lennie. Ez az északnyugati sarok modszer-
nél teljesiilt is, a progressziv és a kettés elony modszer esetében azonban
csak hat-hat kotott elemet kaptunk, azaz ezek a megoldasok kétszeresen de-
generaltak, mivel a kotott elemek szama kettével kisebb a kritikus szamnal.
A program optimalitasanak ellenérzéséhez és javitasahoz ezt a degeneraciot
meg kell sziintetni.

Ez minddssze annyit jelent, hogy két szabad elemet kotott elemmé
tesziink ugy, hogy 0 értéket programozunk rajuk. Hogyan valasszuk ki,
melyik legyen ez a két elem? A szabaly, hogy tigynevezett fiiggetlen elemeket
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valasszunk. Fiiggetlen elemnek nevezziik azokat a nem kotott elemeket,
amelyekbdl kiindulva nem tudunk zart hurkot rajzolni.

A hurok rajzolasanak menete a kovetkez6. Elindulunk egy szabad
elemrdl, és utkdzben csak kotott elemeken mozogva felvaltva vizszintes
és fliggbleges iranyban megprobalunk visszatérni a kiinduld szabad elemre.
Egy elmozdulés soran nem kotelez6 az adott iranyban legkozelebbi kotott
elemre Iépni, at is lehet kotott elemeket ugrani, ekkor azok nem részei
a huroknak. Lehetséges tovabba, hogy a hurok metssze 6nmagat, azaz egy
nyolcasszerit moédon fusson az elemeken, ez is teljesen szabalyos forma.
A 2.1. abran lathatunk néhany lehetséges hurkot egy hipotetikus matrixban
az A, D, C, L elemekre.

2.1. abra

A;Bﬁ P[4 [BH—q D[4 [B] ¢ D
] ¢ #||] 1| ¢ B[] | G H
/] : [’jrii—ﬂ f

M [M—e—]|[m [N] o [Plj|M [M—o—]

]

A 2.13. tablazat azonos a progressziv modszerrel kapott induld program
matrixdval, a 2.9. tdblazattal. Ebben csak egy nem fiiggetlen elem van, a ¢
elem, mivel ez az egyetlen, amelybdl kiindulva tudunk zart hurkot rajzolni.
Ezen kiviil barmelyiket valaszthatjuk az els6 kotott elemnek, amelyre nul-
lat programozunk.

2.13. tablazat

6 2 [sfe—2z s | 40
30 3 1 40 70
2
5

L . 60
6 [4]° 8 [3P°] 30

30 60 50 40 20 ‘ 200

Valasszuk a tizenharom lehetséges elem koziil a ¢ -t, és programozzunk ra
nullat (2.14. téblazat). Ezzel a ¢, mellett harom 0j nem fliggetlen elemiink
lett: c,,, .5 €és c,,. A ¢,  hurkén (folytonos vonal) lathatjuk, hogy dnmagat
keresztezi a hurok, a c,,-én pedig (szaggatott vonal), hogy ,,atlép” egy kotott
elemet, a c,,-t.
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2.14. tablazat

30
30 60 50 40 20 | 200

Maradt tehat kilenc fiiggetlen elem, amelyet nulla értékkel bevonhatunk
aprogramba a degeneracié megsziintetése érdekében. Valasszuk példaulac,,
elemet. Ekkor a programot leird matrix a 2.15. tablazat szerinti lesz, amely-
ben mar nincs fliggetlen elem.

2.15. téblazat
6 [2P [8f° 7 5
4P 3 7 [5/° 9 | 70
a 60 3 6 4
5 6 [4]° 8 [3P] 30
50

30 60 40 20 | 200

A kotott elemek szama most mar valoban eggyel kevesebb a sorok és 0sz-
lopok &sszdarabszamanal, igy a program optimalitasa ellendrizhetd, €s ha
sziikséges, javithato.

2.3.3. A program javitasa

Az induld program elkészitése altalaban nem ad optimalis eredményt, bar
gyakran igen jo megoldast szolgaltat. Ahhoz, hogy a végeredményt meg-
kapjuk, javitani kell a programot.

Abban az esetben, ha a programban minden redukalt célmatrixbeli
kotott elem értéke nulla lenne, akkor maris optimalis megoldassal rendel-
keznénk, hiszen nem volna lehetdségiink az dsszes futasteljesitmény tovabbi
csokkentésére. Ez azonban ritkan fordul eld, igy meg kell vizsgalnunk,
van-¢ mod a program javitasara.

A javitast tobb modszerrel is el lehet végezni. Itt most két modszert
fogunk részletesen bemutatni, a potencialok modszerét (MODI method)
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¢és a hurokmodszert (stepping stone method). Ezek az eljarasok bonyolultabb
feladatok esetében is viszonylag egyszeriiek ¢s jol attekinthetdk.

2.3.3.1. Potencialok modszere

Miel6tt a javitas részletes menetére ratérnénk, ismerkedjiink meg a potencial
fogalmaval. Potencialoknak nevezziik a tovabbiakban azokat a matrix egy
sorahoz, illetve oszlopahoz rendelt szamokat, amelyeknek tulajdonsaga, hogy
minden kotott elemre a potencialok 6sszege egyenl6 a kotott elem értékével.

A sorokhoz rendelt potencialokat a tovabbiakban u , u,,..., u, , az 0sz-
lopokhoz rendelteket v, v, , v -nel jeldljiik, azaz a fenti definicio értelmé-
ben minden célmatrixbeli kotott elemre igaz a c,=utv, Osszefliggés. Egy
potencial értékét szabadon valaszthatjuk meg, a tobbit azonban szamitanunk
kell, felhasznalva a valasztott potencialt. Célszerti az els6 potencialt nulla-
nak venni, és abban a sorban vagy oszlopban valasztanunk, ahol a legtobb
kotott elem talalhato.

Valasszuk az els6 oszloppotencialt nullanak. Ekkor a masodik sorpo-
tencialnak 4-nek, a harmadik oszloppotencidlnak pedig 2-nek kell lennie,
hogy Osszegiik a megfeleld kotott elem értekét (c,, = 0+4, c,, =0+ 2) kiadja.
A masodik sorpotencialbol kiindulva kapjuk a negyedik oszloppotencial
értékét: 4 +v, =5, ahonnan a v, = 1. Hasonléan meghatarozhat6 a harmadik
sorpotencial segitségével a masodik oszloppotencial (—1), abbol az els6 sor-
potencial (3), majd a harmadik oszloppotencial (5), ebbdl a negyedik sor-
potencial (—1) és végiil az 6todik oszloppotencial (4). A potencialokat a 2.16.
tablazatban lathatjuk.

2.16. tablazat

Ui

o[=]w o] L
[£]w <[] w

NS
PIESE-RVIRES

N AW
sE[Ea| o

|
—

Meg kell jegyezni, hogy a sorpotencialokhoz barmilyen 4 szamot hozzaadva,
az oszloppotencialokbol pedig ugyanezt az 4 értéket levonva a megoldas
tovabbi menete nem valtozik meg.
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A kovetkez6 1épésben képezziik az tigynevezett differenciakat minden
matrixelemre. A differenciak matrixat Ki/.-vel jeloljik. Ezek segitségével
donthetjiik el, hogy mely szabad elemeket érdemes bevonni a programba.
A differenciak értéke az adott matrixelem minusz a hozza tartozd osz-
lop- és sorpotencial: K,=c,—u—-v.A kotott elemek differencigja tehat
a potencialok deﬁmc10Ja szerint mmdlg 0 lesz. Az 6sszes differencia értékét
a 2.17. matrixban lathatjuk.

| o o =2 [o] 1
1 lo] [o] 4 3 =2
6 8

o] s o]

A differencia értéke a kovetkez6 informaciokat tartalmazza:

ha K, pozitiv, akkor az adott ¢, elem bevonasa nem javitana a prog-
ramot, hanem rontand,

ha K negativ, akkor az adott elem bevonasa javitja a programot,

ha K 0, az adott ¢, elem bevonasa alternativ megoldast ad.

Mint mar emlitettiik, a differencidkat minden szabad elemre megha-
tarozzuk. Azt az elemet célszerii bevonni a programba, amelyikre a leg-
negativabb értéket kapjuk. A differenciak meghatarozasa azonban csak
arra szolgalt, hogy megallapitsuk, mely elemeket lehet bevonni a program
javitasaba. Lathato, hogy a differenciak kozott van tobb negativ szam is,
a legkisebb ezek kozill a K, = -4, igy a c,, elem bevonasa javitja legnagyobb
mértékben a programot.

A javitashoz ismét hurkot rajzolunk, most a bevonni kivant elembdl
kiindulva. Ez jelen esetben egyszerii, ahogy a 2.18. tablazat is mutatja.

2.18. tablazat
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A hurok megrajzolasa utan a szabad elembdl kiindulva a kdvetkez6 sarok-
pontot egy csillaggal megjeloljiik, majd minden masodik elemet is. Ezutan
a csillagos elemek koziil kivalasztjuk azt, amelyikre a legkevesebbet prog-
ramoztuk (2.19. tablazat).

2.19. tablazat

6 [af® gPO 7 5

4P B 7[5 9 | 70

0 *E‘]éezo 3040 6 4

5 6 [4]° 8 [3F°] 30
50 20

30 60 40 | 200

Példankban ez a c , elem, amire x|, = 40-et programoztunk. Ezt az értéket
vonjuk le a csillagos elemekbdl, és adjuk hozza a meg nem csillagozott ele-
mekhez. Igy a ¢, elem szabad elemmé valik, mig az eredetileg szabad c,,
elem kotott elem lesz. Az igy atalakitott 0 tablazat a 2.20. tablazat.

2.20. tablazat

6 8 7 5
0 3 7 [5f° 9 |70
o 60 0 6 4

5 6 [4° 8 [3F] 30

30 60 50 40 20 | 200

A javitott program célfiiggvényének értéke a kovetkezo:
C=240+430+540+20+ 120+ 3-40 + 410 + 3-20 = 640 km

Osszehasonlitva ezt az eredményt az induld programnal kapott eredmény-
nyel, lathatjuk, hogy ez valoban kedvezdbb.

A programozasi feladatnak azonban még nincs vége, hiszen nem biztos,
hogy az optimalis eredményt kaptuk meg. Vizsgaljuk meg, hogy a kapott
eredmény tovabb javithato-e. A 2.20. tablazat felhasznalasaval ismételten
képezziink potencialokat, majd hatarozzuk meg az egyes szabad elemekhez
tartozo differenciakat. Ezt szemlélteti a 2.21. tablazat.
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2.21. tablazat
v

" 0o -1 1 1 0
3 3 4 3 2
4 |[o] o 2 [o] 5 _.
2 m 0] 3 2 Y
3 [0]

G

Lathato, hogy a differenciak matrixa nem tartalmaz negativ értéket, igy
az optimalis programot kaptuk meg. Ha a differenciak k6zott talalhato nem
kotott elemhez tartozo 0 érték (mint esetiinkben a K ), akkor a programnak
alternativ megoldasa van. Ez azt jelenti, hogy az adott elem bevonasaval
csak az egyes viszonylatokban szallitott arumennyiség értéke valtozik, de
maganak a programnak az értéke nem.

2.3.3.2. Hurokmodszer

Ennél a mddszernél csak hurkokat keresiink: minden nem kotott elemre
meghatarozzuk a hozza tartozo zart hurkot, majd ennek elemeit valtakozo
eldjellel 6sszeadjuk.

Vegyiik ismét alapul a 2.9. tablazatot, és rajzoljunk egy hurkot az els6
szabad elemre, ¢, -re: ¢, — ¢, —c,, — ¢, —c,,. A hurok kiindul6 elemébdl,
a szabad elembdl a hurok els6 elemét kivonva, a masodikat hozzaadva, a har-
madikat ismét kivonva stb., megkapjuk a hurok értékét:

K ,=6-2+1-2=3.

A szamolast elvégezve az 6sszes lehetséges hurokra:

K,=7-5+4-2+1-2=3

K, =5-3+4-8=-2
K,=3-1+2-4=0

K, ,=7-8+2-1+2-4=22
K=9-3+4-8+2-1+2-4=1
K,=3-8+2-1=-4
K,=6-5+4-2=3
K,=4-3+4-8+2-1=-2
K,=5-2+1-2+8-4=6
K,=6-2+8-4=38
K,=8-5+4-2+1-2+8-4=8

44
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Mint azt a 2.17. matrixszal 6sszehasonlitva lathatjuk, nem véletleniil jelol-
tiik az egyes hurkok értékeit a differencidkkal azonosan K-val, mivel ezzel
a modszerrel is ugyanazokat az értékeket kaptuk.

Eppen ezért a folytatas is azonos: a legnegativabb hurok kezdépontjat
vonjuk be a programba. Ennek a huroknak a bevonand6 elemtdl mint elsé
elemtdl szamitott minden paros elemét megcsillagozzuk, majd kivalasztjuk
a legkisebb, csillagos elemre programozott X, értéket. Ezt az X, értéket a csil-
lagos elemek x értékébdl levonjuk, a csillagtalanokéhoz hozzaadjuk. Ezzel
az a csillagos elem, amelyikre a legkevesebb volt eddig programozva, szabad
elemmé valik, azaz a kotott elemek szama a javitas soran allando.

Ezutan a hurkok értékének ismételt kiszamitasaval ellendrizziik a javitott
program optimalitasat, és amennyiben ismét talalunk negativ értéki hurkot,
annak kezd6elemével Gjra javitjuk a programot. Ezt addig ismételjiik, amig
csak pozitiv vagy nulla értéki hurkok maradnak. A nulla érték( hurok ki-
indulé eleme alternativ megoldast jelent: azt az elemet bevonva a program
értéke nem, csak az egyes kibocsatohely-fogadohely relaciok valtoznak meg.

2.3.4. Osszetett szallitasi feladatok

A fejezet elején emlitettiik, hogy az egyszeri szallitasi probléma nem alkal-
mas a gyakorlatban jelentkezd feladatok megoldasara. Ezért ebben a részben
megismerkediink a szallitasi probléma specialis eseteivel és azok megol-
dasanak modszereivel.

2.3.4.1. Nevleges fogado- vagy kibocsdatohely beiktatdsa

Az altalanos szallitasi probléma targyalasanal feltételeztiik, hogy a fogado-
helyek igénye megegyezik a kibocsatohelyeken rendelkezésre allo kapa-
citassal. Ez a gyakorlatban igen ritkan fordul el6. Jellemzdébb az az eset,
hogy a feladohelyen nagyobb a kapacitas, vagy a fogaddhelyen nagyobb
azigény. Ilyen esetekben a kiilonbségnek megfelelé arumennyiséggel egy 4j
feladohelyet, illetve fogadohelyet iktatunk be a programba. Az ilyen helyet
nevezziik névleges fogadod- vagy névleges kibocsatohelynek.
Foglalkozzunk el6szor a névleges fogadohellyel. Névleges fogaddhe-
lyet akkor kell beallitanunk a programba, ha a kibocsatohelyek kapacitasa
meghaladja a fogadohelyek igényét. Mddositsuk a 2.1. tablazat adatait oly
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modon, hogy az F, fogadohely igényét 40 kocsirakomanyrol 25-re csokkent-
jik. Mivel a feladat matematikai modellje egyenléséget kovetel, ezért be kell
allitanunk egy hatodik fogadohelyet, az igynevezett névleges fogadohelyet
(F), 15 rakoméanyegység sziikséglettel (2.22. tiblazat).

2.22. tablazat

Fi F. Fs Fs Fs| Fa
K, 6 2 8 7 0| 40
K> 4 7 5 9 0 70
Ks 2 1 3 6 4 0| 60
K4 5 4 8 3 0| 30
30 60 50 25 20| 15| 200

Lathatd, hogy a névleges fogadohely oszlopaban a kilométerelemek, azaz
ac, értékek helyére mindenhol nullat irtunk. Ezt azért tehetjiitk meg, mert
anévleges fogadohely szempontjabol kozombos, hogy melyik kibocsatohelyrdl
»elégitik ki” az igényét. Ez azt is implikalja, hogy a feladat megoldasanal
anullara redukalast csak oszloponként kell végrehajtani, hiszen a névleges
fogadohely beiktatasaval minden sorban lett nulla elem.

Névleges kibocsatohelyet akkor kell beiktatnunk a programba, ha a ki-
bocsatohelyek arukészlete kevesebb, mint a fogadohelyek arusziikséglete.
Modositsuk most a 2.1. tdblazatot ugy, hogy az F, fogadohely igényét novel-
jik meg 80 rakomanyegységre. Ez az 6sszkapacitast figyelembe véve (200
rakomanyegység) 30 rakomanyegység tobbletigényt jelent, amit nem tudunk
kielégiteni. Hogy a feladat mégis megoldhato legyen, névleges kibocsatohelyet
(K,) iktatunk be a programba, 30 rakomanyegység kapacitassal. A névle-
ges kibocsatohely soraban, a mar emlitett okok miatt, a kilométerelemek
értékei nullak lesznek. A matrix redukalasat ezért most csak soronként kell
elvégezni (2.23. tablazat).

2.23. tablazat

F[ Fz F3 F4 FS
K 6 2 8 7 5| 40
K, 4 3 7 5 91 70
Ks 2 1 3 6 4| 60
K4 5 6 4 8 3] 30
K. 0 0 0 0 0] 30
30 60 80 40 20| 200
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A feladat megoldasa a matrix névleges allomassal torténd kiegészitése,
valamint az esetleges nullara valo redukalds utan az egyszeri szallitasi
probléma megoldasanal megismert modszerrel torténik.

2.3.4.2. Szallitast korlatozo feltételek
Relacio kizarasa

Gyakorlati feladatok megoldasa soran el6fordulhat, hogy egy bizonyos ki-
bocsatohelyrdl — valamilyen ok miatt — egy adott fogadohelyre egyaltalan
nem lehet szallitani.

Tételezziik fel, hogy a mar emlitett példankban a K, kibocsatohelyrol
F, fogadohelyre nem lehet széllitani (példdul utlezards miatt). Ez azt jelenti,
hogy a programozas sordn az x,, ért€ke mindenképpen nulla kell hogy
legyen. Ennek érdekében a K, — F, relacioban a c,, kilométerelem helyére
egy végtelen nagy szamot szimbolizal6 ,,M” elemet irunk (2.24. tablazat).

2.24. tablazat

Fh,. , Fs F4 Fs
Ky 6 2 8 7 51 40
Ko 4 M 5 91 70
Ks 2 1 3 6 4| 60
K4 5 4 8 3] 30
30 60 50 40 20| 200

Nyilvanvalo, hogy a programozas soran ez a relacio feltétleniil kiesik, hiszen
minden mas eleme a matrixnak ennél az M ,,szamnal” kisebb.

A programozasi feladatot az adott relacio kizarasa utdn a mar ismerte-
tett modon kell végrehajtani. Amennyiben tobb kilométerelem helyébe kell
beirni az M szimbodlumot, eléfordulhat, hogy valamelyik M értékre mégis
kellene programozni. Ez azt jelenti, hogy a korlatozas nem valdsithaté meg,
vagyis a feladatnak igy nincs megoldasa.
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Kapacitaskorlatok

Igen gyakran eléfordulhat a gyakorlatban, hogy egy adott viszonylatban
megszabjak, korlatozzak a szallitandd aru mennyiségét.

A mar eddig is vizsgalt példankban szabjuk meg feltételként, hogy
a K, — F, relacioban minimum 30 rakomanyegységet szllitani kell, mert
ez a két fél kiilon szerz6désben az adott mennyiség szallitdsara mar el6z6-
leg megallapodott. Annak érdekében, hogy a feladatot meg tudjuk oldani,
az indulé tablazatot modositani kell a kovetkezé modon: mind a K, kibo-
csatohely kapacitasat, mind az F, fogadohely igényét 30 rakomanyegységgel
csokkenteni kell (2.25. tablazat).

2.25. tablazat

F1 F2 F3 F4 FS
Ky 6 2 7 40
K> 4 7 5 91 40
Ks 2 1 3 6 41 60
K4 5 4 8 31 30
30 60 20 40 20| 200

A feladat megoldasanak tovabbi menete az egyszer( szallitasi feladatnal
mar ismertetett modon torténik. Ha a c,, elemre ennek soran programo-
zunk, azaz x,, > 0 lesz, az csak annyit jelent, hogy nem pontosan a mini-
malis mennyiséget szallitottuk ebben a viszonylatban, hanem tobbet, ami
természetesen nem gond, mivel ezt a lehetdséget nem zartuk ki. Fontos
azonban megjegyezni, hogy a célfliggvény felirasat minden esetben a le-
vont mennyiség és a hozza tartozo ¢, elem szorzataval kell kezdeni. Ha ezt
elmulasztjuk, akkor a célfiiggvény nem az optimalis megoldast mutatja:

C=307+3¥x,c,

Nézziink most egy ujabb korlatozoé feltételt. Meghatarozhatjuk azt is, hogy
egy adott viszonylatban pontosan mennyi arut kell szallitani. Példankban
kossiik ki azt, hogy a K, — F, reldcioban 30 rakomanyegységet kell szalli-
tani, se tobbet, se kevesebbet. A feladat megoldhatosaga érdekében az el6z6
példahoz hasonloan kell modositani az induld matrixunkat. Itt is le kell
vonni az adott relacioban mind a kapacitasbol, mind az igénybdl a 30 egy-
séget, azt, amit az adott viszonylatban biztosan el fogunk szallitani. Ezzel
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amodositassal azonban még nem tudunk eleget tenni a korlatozo feltételnek.
Ki kell zarni a tovabbi programozéasbol a K, — F, viszonylatot, hiszen erre
az elemre tobbet mar nem programozhatunk. Hogy a feltétel teljesiiljon,
a c,, elem helyére egy kizaré6 M-et irunk (2.26. téblazat). A feladat meg-
oldasanak tovabbi menete a mar ismertetett modon torténik.

2.26. tablazat

F., F, F3 F4y F;s
K1 6 2 7 40
Ks 4 M 5 9| 40
Ks 2 1 3 6 41 60
K4 5 6 4 8 3] 30
30 60 20 40 20| 200

Tamasszuk most azt a feltételt a megadott feladattal szemben, hogy K, — F,
relacioban legfeljebb 30 rakoményegységet lehet széllitani, vagyis az x,, <30
feltétel teljesiilését koveteljiik meg. Ezt a problémat mar nem oldhatjuk meg
pusztan a kilométerelem és/vagy a kapacitasok megvaltoztatasaval. A feladat
megoldasanal a 2.1. tablazatot valtozatlanul vessziik alapul. Az induld prog-
ramot is az egyszeri szallitasi problémardl tanult modon készitjiik el, azzal
a modositassal, hogy a programozést a c,, elemmel, tehét a korlatozasnak
alavetett elemmel kezdjiik. Erre programozzuk az adott fels6 korlatot, ami
programunkban: x,, = 30 (2.27. tablazat). A programozas tovabbi menete
a mar megismert modon torténik.

2.27. tablazat

F., F, F; Fi Fs

K| 6 2 8 75 | 40

K| 4 3 RP° 5 9| 17

K| 2 1 3 6 4 | 60

Ki| 5 6 4 8 3 |30
30 60 50 40 20 | 200

Mielétt azonban tovabblépnénk a programozasban, ismerkedjiink meg
a baziselem fogalmaval. Baziselemnek nevezziik azokat a kotott elemeket,
amelyekre torténd programozaskor egy sor vagy oszlop kiesik. Példankban
lathato, hogy a c,, elem nem ilyen, ezért ennél az elemnél a t6bbi kotott
elemétdl eltérd jelolést alkalmaztunk, ami arra utal, hogy a c,, kotott elem,
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de a tobbi kotott elemmel szemben nem baziselem. A program javitasanal
ez azzal jar egyiitt, hogy a potencialok meghatarozasanal, illetve a hur(k)ok
megrajzolasanal nem tekintjiik kotott elemnek (nem vonatkoznak ra a kotott
elemre vonatkozé szabdlyok). Vagyis programunkban a c,, elemen kiviil
még nyolc kotott elemnek kell lennie.

A fentiek alapjan logikus, hogy az optimumfeltételt meg kell vizsgalni
anem béaziselem kotott elemekre is, ami azt jelenti, hogy a c,, elemre is meg-
hatarozzuk a differencia értékét. Egy nem bazis kotott elem akkor vonhato
be a programba, ha a hozza tartozé differencia értéke pozitiv. Amennyiben
ilyen elemet vonunk be a programba, a hurok csillagozasa ezen az elemen
kezdddik, annak érdekében, hogy itt a programozott értékbdl le kelljen
vonni, hiszen hozzaadni mar nem lehet. A javitis tovabbi menete a mar
ismertetett modon torténik.

2.3.5. Megoldas maximumra

A szallitasi probléma megfogalmazasanal mar beszéltiink arrol, hogy a cél-
matrix lehet koltségmatrix, kilométermatrix, nyereségmatrix. Az egyszerii
szallitasi problémanal a célfiiggvényt minimumfeltételre irtuk fel, vagyis
minimalis koltséget, minimalis futast kivantunk elérni. Azonban egy cégnek
nem lehet célja minimalis nyereséget elérni. Tehat ha a célmatrix elemei
nyereséget tartalmaznak, és célunk a maximalis nyereség elérése, az eddi-
gickben ismertetett modon nem oldhaté meg ez a probléma. Annak érdeké-
ben, hogy a feladatot mégis meg tudjuk oldani, az eljarast modositani kell.

A 2.1.tablazat adatait felhasznalva tételezziik fel, hogy most a ¢, elemek
nyereséget fejeznek ki. Célunk nem lehet mas, mint a maximalis nyereség
elérése. Miel6tt a feladat részletezéséhez kezdenénk, nézziik meg, hogyan
irhato fel altalanossagban a maximumfeladat:

2.17) x,; >0,

ahol 1 <i<m,0<j<n.

(2.18) DXy =4,
Jj=1

(2.19) Me=h
i=1
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(2.20) Z b, = z o
j=1 i=1

2.21) C=>cx, — max

i.j

Osszehasonlitva az elézéeket az egyszert szallitasi problémanal felirt mate-
matikai Osszefliggésekkel, eltérést csak a célfiiggvénynél tapasztalunk.
Fontos azonban megjegyezni, hogy mig az egyszeri szallitasi problémanal
a célmatrix elemei csak nemnegativ szamok lehetnek, azaz ¢, 20 minden
elemre igaz volt, hiszen negativ tavolsagokrol, illetve negativ koltségrol
nem beszélhetiink, addig a maximumfeladatnal a célmatrix elemei negativ
értékiiek is lehetnek, mivel eléfordulhat ,,negativ nyereség”, vagyis veszte-
ség is. A feladat kétféleképpen is megoldhato.
1. A megoldas menete alapvetéen megegyezik a mar ismertetett el-
jarassal. Az eltérés az alabbiakban van:
* Az indul6 program készitésénél mindig a legnagyobb elemre prog-
ramozunk.
* A program akkor javithatd, ha a nem kotott ¢, elemekhez tartozd
differenciak kozott van pozitiv. Azt az elemet célszerli bevonni
a programba, amelyre a legnagyobb pozitiv differenciat kapjuk.

2. Feladatunkat egy masik modszerrel is megoldhatjuk. Ennek soran kihasz-
nalunk egy tételt, amely szerint valamely célfiiggvény maximuma azonos
a célfiiggvény (—1)-szeresének minimumaval, vagyis:

(2.22) Z—cijxij —> min = Zcijx,./ — max
15 ]

Bizonyitas nélkiil elfogadva ezt a tételt lathatjuk, hogy ha a célmatrix min-
den egyes elemét megszorozzuk (—1)-gyel, akkor a feladatot minimumfel-
adatként oldhatjuk meg (a célfliggvény X, elemei csak nemnegativ szamok
lehetnek). A megoldas soran azonban tigyelni kell arra, hogy a célmatrixot
a (—1)-gyel torténd szorzas utan mindig nullara kell redukalni, mégpedig
ugy, hogy minden egyes elemiink nulla vagy pozitiv szam legyen. Ezt ugy
érhetjiik el, ha minden sorbdl és oszlopbol a legnegativabb szamot vonjuk le.

Nézziik meg a 2.1. tablazatban bemutatott példan keresztiil, hogyan kell
a maximumfeladatot igy megoldani. (—1)-gyel valo szorzas (2.28. tablazat):
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2.28. tablazat

F. F» F; F4 Fs
K|-6 -2 8 -7 5 40
K|l-+4 3 -7 -5 -9 70
K|-2 -1 3 -6 -4 60
K| -5 6 4 8 3 30
30 60 50 40 20 | 200

A nullara redukalast el6szor soronként (sorminimumok: —8, -9, —6, —8),
majd oszloponként végrehajtva (oszlopminimumok: 2, 2, 0, 0, 0), a 2.29.
tablazatot kapjuk.

2.29. tablazat

F, F» Fs Fi+ Fs
Ky 0 4 0 1 3| 40
K 3 4 2 4 0| 70
K; 2 3 3 0 21 60
K4 1 0 4 0 51 30
30 60 50 40 20| 200

A kapott matrix alapjan mar megoldhatjuk a példat a minimumfeladatnal
ismertetett modszerrel.

2.4. A Vogel-Korda-moédszer

A szallitasi probléma disztribtciés modszerrel torténd megoldasa minden
esetben optimalis megoldast ad. Nagyobb matrixok esetében a megoldas
menete azonban igen hosszadalmas lehet, ami a modszer gyakorlati alkal-
mazasanak korlatot szab. Ezért ilyen esetekben érdemesebb olyan modszert
alkalmazni, amely gyorsabban szolgaltat megoldast, de ugyanakkor az opti-
mumtol nem tér el jelentés mértékben. Erre a problémara igen hatékony
moddszert dolgoztak ki Nyles V. Reinfeld és William R. Vogel amerikai
matematikusok 1958-ban’, amelyet késébb, 1967-ben Benedikt Korda cseh

7 REINFELD, Nyles V. — VoGeL, William R. (1958): Mathematical Programming. Prentice-
Hall, Englewood Cliffs.
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matematikus tokéletesitett®. Roluk nevezték el az eljarast Vogel-Korda-
féle kozelitd eljarasnak (Vogel's Approximation Method, VAM). A mdd-
szer lényegét és gyakorlati alkalmazasat egy konkrét példa megoldasan
keresztiil mutatjuk be.

A feladatot itt is lehet nullara redukalassal kezdeni, bar ez nem fel-
tétleniil sziikséges. Most is a 2.1. pontban ismertetett példat oldjuk meg,
¢és a redukalt matrixot irjuk fel (2.30. matrix).

2.30. matrix
30411
2 2 4 0 6
0 00 11
35130

A kovetkezo 1épésben rangsorolni kell a matrix oszlopait és sorait annak
érdekében, hogy meg tudjuk hatarozni, mely sorban vagy oszlopban kell
kezdeni a programozast. A rangsorolast az iigynevezett biintetések (penalty)
segitségével hajtjuk végre. A biintetéseket ugy képezziik, hogy a redukalt
matrix minden sorabdl és oszlopabol kivalasztjuk a két legkisebb szamot
(amelyek lehetnek azonosak is), majd kivonjuk azokat egymasbol, mindig
a nagyobbol a kisebbet.

A K sor biintetése tehat a sor két legkisebb elemének (0 és 1) kiilonbsé-
g¢ébol adodik, értéke 1 lesz. Ugyanigy jarunk el a tobbi sorban és oszlopban is.
A kapott értékek lesznek a biintetések, amelyeket a 2.31. tablazat szemléltet.

2.31. tablazat

F, F. F; F4s Fs
Ky 3 0 4 1 1| 40 1
K, 2 2 4 0 6| 70 2
K 0 0 0 1 1] 60 0
Ky 3 5 1 3 0| 30 1
30 60 50 40 20| 200
2 0 1 1 1 biintetések

8 KORrDA, Benedikt (1967): Matematické metody v ekonomii. Praha, SNTL.
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Mint mar emlitettiik, a biintetések alapjan dontjiik el, melyik sorban, illetve
oszlopban kezdjiik a programozast. Ott indulunk el, ahol a biintetés a leg-
nagyobb. Ezért a modszert a legnagyobb kiilonbségek modszerének is szok-
tak nevezni.

A programba az a viszonylat vonhat6 be, amely az alabbi feltételek-
nek eleget tesz:

* legnagyobb biintetéssel rendelkezd sorban vagy oszlopban talalhato,

» cbben a sorban vagy oszlopban a legkisebb koltségelem,

* alegkisebb koltségelemre a legnagyobb mennyiséget tudjuk prog-

ramozni.

Ha ez a harom feltétel tobb elemnél egyszerre teljesiil, akkor tetszdleges,
hogy melyik helyet valasztjuk indulasnak.

Példankban az elsd két feltétel a K, sorban és az F, oszlopban egyszerre
teljesiil, mivel mindkettd biintetése 2, a legkisebb koltségelem pedig a c,,,
illetve a c, , mindkettd 0 értékkel. Meg kell tehat vizsgalni, hogy a harmadik
feltételnek melyik hely tesz eleget, hol kezdhetjiik a programozast. A ¢,
elemre csak 30 rakomanyegységet programozhatunk, mivel az F, fogado-
hely igénye maximum ennyi. A c,, elemre viszont mar 40 rakomanyegység
programozhatd, tehat ezen a helyen kezdjiik el a programozast. Az els6
1épést a 2.32. tablazat szemlélteti.

2.32. tablazat

Fi F> Fs 1f4 Fs
Ki | 3 0o 4 | 1 40

K, | 2 2 4 [0 6 |7030
Ks| 0 0 0o | 1 60

Ke | 3 5 1 p 0 30
30 60 50 40 20
20 1 ] I

—_— O N =

Lathato, hogy a c,, elemre 40 rakomanyegység keriilt, igy az F, fogadohely
igényét teljes mértékben kielégitettiik. A feladat tovabbi menetében az F,
oszlopot ugy tekintjiik, mintha nem is szerepelne. A kdnnyebb attekinthe-
toség kedvéért a gyakorlatban at is szoktuk htizni.
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Kovetkez6 1épésként ismét képezni kell a biintetéseket, sor kiesése
esetén az oszlopokban, oszlop kiesése esetén a sorokban kapunk 0j biin-
tetéseket (2.33. tablazat), de a kiillonbségek megallapitasanal nem szabad
figyelembe venni a kiesett sort vagy oszlopot.

2.33. tablazat
F, F, F; lf4 Fs

K| 3 0 4 I 1 40 1
K, | 2 2 4 ° 6 30 0
K| 0 0 0 1 60 0
Ky 3 5 1 P 0 30 1
30 60 50 1 20
2 0 1 i 1

Az 0j blintetések meghatarozasa utdn a programozast a mar ismertetett
modon folytatjuk. Megkeressiik a legnagyobb biintetéshez tartozd sort vagy
oszlopot (F, oszlop), majd ebben a legkisebb elemet (c,)), és rdprogramozzuk
a lehetd legnagyobb mennyiséget, 30 rakomanyegységet. Most kiesett a prog-
rambol az F| oszlop, mivel az Osszes igényét kielégitettiik (2.34. tablazat).

2.34. tablazat

b B B B F
K| 0 4 | 1 | 40 | 1
Kx| 2 2 4 [of 6 | 30 | 0
K [qF o o b1 |ee30| 0
Ke| B 5 1 3 0| 30 |1

0 60 50 1 20

) 1 . 1

Ujbol meghatarozzuk a biintetéseket, amelyeknél most csak a sorokban
van valtozas, €s mindaddig folytatjuk a programozast, mig minden igényt
ki nem elégitettiink.

A harmadik 1épésben a masodik sor biintetése (2) a legnagyobb. A sor-
ban a ¢, elem értéke a legkisebb (2), igy erre programozzuk a lehetd leg-
nagyobb mennyiséget. Az F, fogadohely igénye; 60 rakomanyegység, de a K,
kibocsatohely kapacitasa mar csak 30 egység. Igy a c,, elemre maximum 30
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egység programozhaté. Ezzel a K, kibocsatohely ki is esik a tovabbi prog-
ramozasbol, mivel az 6sszes kapacitasat elprogramoztuk (2.35. tablazat).

2.35. tablazat

H] Fz F3 E4 FS
Ki | 3 0 4 i 1 40 1
Krpd=-—2f—o4- e -6 == 30— T —2-
K [[of* o 0 -E?4 1| 3 | o
Ki | B 5 1 B 0 30 1

; gg 50 : 20

| o 1 1

Az oszlopokban Gjbol biintetéseket szamolunk, lathato azonban, hogy most
nem tortént valtozas. A negyedik 1épésben az elsé feltételnek két sor és két
oszlop is eleget tesz, st mind a sorokban, mind az oszlopokban a legkisebb
elem nulla. Meg kell tehat vizsgalni a harmadik feltételt is. A c,, elemre
30, a ¢ -re 20, a ¢, ,-re szintén 30 rakomanyegység programozhato. Tehat
a c,, €s a c, elemre minden feltétel azonos, a vélasztas tehat tetsz6leges.
Programozzuk a c,, elemre a 30 rakomanyegységet. Ezzel a tovabbi prog-
ramozasbdl kiesik a masodik oszlop is (2.36. tablazat).

2.36. tablazat

K| 3 [af° 4 | 1 [4010] 1
Kr—4- 30._,4_ N el e i
K |[oF 7} 0 {%ﬁ 1 30 | 0
Ki | 8 p 1 B 0 30 1
; Jo 50 ! 20
bl

Most soronként kell 1j biintetéseket szamolnunk. A legnagyobb értékiit
az els6 sorban kapjuk. Itt a legkisebb elem a ¢, és maximalis 10 egység
programozhato ra, mivel a K, kibocsatohely kapacitasabol 30 egységet mar
elprogramoztunk. Ezzel az elsd sor is kiesett (2.37. tablazat).
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2.37. tablazat

T N T
Krf 8- o —4- -4 - JH|- +0- 1 -3
KrFd-dlfe -t JfH -6 =|- - -4 - -
K |[qF° -@b] 0 ﬂ‘ 1| 30 | 1
Ky B ) 1 B 0 30 1

I I | 20

A S R 1)

1 1 1 | 1

Oszloponként 1) biintetéseket szamolunk, de értékiik nem fog valtozni.
Minden sorban ¢s minden oszlopban a koltségmatrix legkisebb értéke is
megegyezik (0). A harmadik feltétel alapjan a c,, elemet vonjuk be a prog-
ramba, mert ide tudjuk a legnagyobb mennyiséget (30) programozni. A K,
kibocsatohely kapacitasat teljes mértékben elprogramoztuk, igy az is kiesik
a programbol (2.38. tablazat).

2.38. tablazat

-
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I
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1
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1
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1
1
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|
kd
IO

g::
&
5

K4 B b 1 0 30 1
] ] 50
1 1 10
. I 20
| I 1 1

Tovabbi biintetéseket mar nem kell szamolni, mivel csak két viszonylatban
torténhet széllitas, a tobbi relaciot mar kizartuk. Tehat a K, kibocsatohely
kapacitdsabol a c,, elemre 20-at, a c,, elemre 10 rakomanyegységet prog-
ramozunk. Ezzel a fogaddhelyek igényeit teljes mértékben kielégitettiik,
és az Osszes kapacitasunkat felhasznaltuk.

A feladat végleges megoldasat, 6sszefoglalva az eddig részletezve be-
mutatott 1épéseket, a 2.39. tablazat tartalmazza. A biintetések folott 1évo
bekarikazott szamok a programozas Iépéseit mutatjak.
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2.39. tablazat

F, F, F3 Fa Fs DOE®E®
K 3 [of° 4 1 [1]° 40 11113-
Ko 2 [2° 4 [o* 6 70 202---
K; [0 o o1 60 000011

1
305 [P 3 o] 30 111111
30 60 50 40 20 200

CICICICICIC NS

A program értékére

C=C,+030+110+230+040+030+030+120+010=
=570 + 90 = 660 km

adodik. Ez 20 km-rel, vagyis 3%-kal tobb az optimalis 640 km-nél. A Vogel—
Korda-mddszer egyszeriibb feladatoknal gyakran azonnal az optimumot
adja, nagyobb matrixok esetében pedig a korabban bemutatott javito el-
jarasokkal érhetjiik el az optimalis értéket.



Vakat oldal



3. A hozzarendelési probléma

Legyen adott m darab kibocsatohely, egyenként 1 egységnyi kapacitassal,
m darab fogadohely, mind 1 egységnyi igénnyel, valamint az ezek kozti
kapcsolatokat leiro célmatrix. A hozzarendelési probléma megoldasa annak
meghatarozasat jelenti, hogy melyik kibocsatohely-fogadohely relaciot vegyiik
igénybe a program szélséértékének elérése érdekében. Ez a diszpozicios
matrix szempontjabodl azt jelenti, hogy az egyes X, értékek vagy 0, vagy 1
lesznek, és mindegyik sorban ¢s mindegyik oszlopban pontosan egy darab
1 értéki elem lesz.

Ha a célmatrix a kibocsato- ¢és fogadohelyek kozti tavolsagokat vagy
koltségeket tartalmazza, akkor a hozzarendelési probléma a szallitasi prob-
Iéma egy specialis esete, amikor nem azt kell meghataroznunk, melyik
kibocsatohelyrdél melyik fogadohelyre mennyi arut kell elszallitani (hiszen
ez adott, 1 egységnyit), hanem a kibocsatohelyeket és a fogadohelyeket tigy
kell parba allitanunk, hogy a megfeleld ¢, elemek dsszege minimalis legyen.
Ezt a parba allitast nevezziilk minimalis sulyt teljes parositasnak.

Ha a célmatrix példaul nyereséget ir le, akkor a parba allitas abban
az esetben optimalis, ha a megfeleld ¢, elemek Osszege maximalis, ezt
nevezziik maximalis sulyu teljes parositasnak.

A problémat 1955-ben oldotta meg Harold W. Kuhn amerikai matema-
tikus két magyar matematikus eredményeinek felhasznalasaval.’ 1936-ban
jelent meg ugyanis Lipcsében németiil Kénig Dénesnek A véges és végte-
len grdfok elmélete' cimii miive, amely az elsé grafelméletrdl irott konyv.
Ennek angol nyelvi kiadasat olvasva figyelt fel Kuhn egy labjegyzetre,
amely Egervary Jend 1931-ben a Matematikai és Fizikai Lapokban magya-
rul megjelent cikkére' utalt. Kuhn beszerezte a cikk egy masolatat, és egy

° Kunn, Harold W. (1955): The Hungarian Method for the Assignment Problem. Naval Res.
Logist. Quart., No. 2. 83-97.; Kunn, Harold W. (1956): Variants of the Hungarian Method
for Assignment Problems. Naval Res. Logist. Quart., No. 3. 253-258.

10 KONIG, Dénes (1936): Theorie der endlichen und unendlichen Graphen. Leipzig, Akade-
mische Verlagsgesellschaft. 254.

" EGERVARY Jend (1931): Matrixok kombinatorikus tulajdonsagairol. Matematikai és Fizikai
Lapok, 38. sz. 16-28.
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magyar szotar és egy nyelvtankonyv segitségével (!) leforditotta a cikket.
Ezen két forras segitségével dolgozta ki eljarasat, amelyet az 6tletadok iranti
tiszteletbdl nevezett el magyar modszernek. Ezen a néven is publikalta, igy
a szakirodalomban is a Hungarian method elnevezéssel terjedt el.

Nézziik most meg, hogyan lehet megfogalmazni a feladatot altalanos
matematikai formulaval:

(3.1 N = {O,l},

ahol 1 <i<m,0<j<m.

32 ixg = ix,,- =1
i=1 Jj=1

(3.3) C=)c;x, — min

i,J
A hozzarendelési probléma magyar modszerrel valdo megoldasanak menetét
részletesen egy példan keresztiil fogjuk bemutatni.

3.1. Az indulé program

Tételezziik fel, hogy 6t kiilonb6z6 kibocsatohelyrdl kell szallitani 6t kiilon-
b6z6 fogadohelyre. Hatarozzuk meg az iranyitasi programot, vagyis: melyik
kibocsatohelyrdél melyik fogadohelyre szallitsunk, ha minimalis 6sszfutast
akarunk elérni a szallitas soran. A kibocsato- és a fogadohelyek egymastol
mért tavolsagat a 3.1. tablazat szemlélteti.

3.1. tablazat

F. F> F; F, Fs
K, 5 3 4 2 6 1
Ks 8 3 5 5 4 1
K4 4 2 8 3 6 1
Ks 3 6 9 5 3 1
1 1 1 1 1
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A hozzarendelési probléma megoldasat minden esetben a célmatrix nul-
lara redukalasaval kell kezdeni, ellentétben a szallitasi problémaval, ahol
ez csak opcionalis. Erre azért van sziikség, mert a feladat megoldasa soran
csak a nulla elemekre szabad majd programozni.

Redukaljunk eldszor soronként nullara. Valasszuk ki a sorok legkisebb
elemeit, jeloljiik ezeket u -vel, majd képezziink azok 6sszegét (3.2. tablazat).
A Yu, értékek jelentdségével késdbb foglalkozunk.

3.2. tablazat

Fl Fz F3 F4 F5 Uuj

Ki 5 3 4 2 6 1 2

K 8 3 S 5 4 1 3

Ks 2 5 3 6 8 1 2

K4 4 2 8 3 6 1 2

Ks 3 6 9 5 3 1 3
1 1 1 1 1 Yui=12

Ezt kovetden valasszuk ki a mar soronként redukalt matrix oszlopainak
legkisebb elemeit, jeldljiik azokat v-vel, majd képezziik a Zv}. Osszeget is
(3.3. tablazat). ‘ '

3.3. tablazat

F, F, F; F, Fs
K, 3 1 2 0 4 1
K5 5 0 2 2 1 1
Ks 0 3 1 4 6 1
K4 2 0 6 1 4 1
Ks 0 3 6 2 0 1
1 1 1 1 1

v 0 0 1 0 0 Yy=1

Most mar minden sorban és oszlopban van nulla elem, igy elkezdhet-
jik az indul6 program elkészitését. A programozast soronként kezdjik.
Megkeressiik a fliggetlen nulla elemeket, azaz azokat a 0 értéki szabad
¢, elemeket, amelyek soraban nem talalhat6 tobb szabad 0 értéki elem,
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és ezekhez rendeljiik hozza a szallitasokat. Ez praktikusan azt jelenti, hogy
a megfeleld x,; elem eértekét 1-gyé tessziik. Az els6é sorban maris talalunk
ilyen elemet, ¢ -et, ezért erre programozunk. Tehat az F, fogadohelyre
aK -es kibocsatohelyrél szallitunk. Ezzel a tovabbi programozasbol az elsé
sort és a negyedik oszlopot ki is zarhatjuk, mivel sem errdl a kibocsato-
helyrél nem lehet tobbet elszallitani, sem a fogaddhely nem igényel mar
tobbet. Nem kell az egész sort vagy oszlopot kihtizni, elegendé csak a nulla
elemeket athuzni. Esetiinkben sem az oszlopban, sem a sorban nincs tobb
nulla elem (3.4. tablazat).

3.4. tablazat

F F, F; F, Fs
Ki| 3 1 1 [o] 4 1
Ks 5 0 1 2 1 1
Ks 0 3 0 4 6 1
K4 2 0 5 1 4 1
Ks 0 3 5 2 0 1
1 1 1 1 1

Folytassuk a programozast a méasodik sorban. Itt a ¢, elem a filiggetlen
nulla, tehat ide programozunk. Mivel a masodik sor és oszlop is kiesik,
igy a masodik oszlopban 1év6 0 elemet (c,,-t) athuzzuk, vagyis kizarjuk
a tovabbi programozasbol (3.5. tablazat).

3.5. tablazat

F, F. F F, Fs
Ki| 3 1 1 [o] 4 1
K| 5 [0] 1 2 1 1
Ks| 0 3 0 4 6 1
K| 2 0 5 1 4 1
Ks| 0 3 5 2 0 1

1 1 1 1 1

A harmadik sorban két nulla elem is van, amelyekre még nem programoz-
tunk, sem at nem htztuk, azaz egyik sem fiiggetlen nulla, igy nem tudjuk
egyértelmiien eldonteni, melyikre programozzunk. Ha a tovabbi programozas
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soran majd egyetlen fiiggetlen nulla elemet sem talalunk, akkor a tobb nulla
elem koziil tetszélegesen valaszthatunk. Ebben az esetben a programunk
alternativ optimumot ad.

Nézziik most a negyedik sort. Itt sem tudunk programozni, hiszenac,,
helyen 1év6 0 elemet mar kizartuk a programozasbol. Kévetkezik az 6todik
sor. Itt ismételten el6all a harmadik sornal mar megismert szituacio, vagyis
nincs fliggetlen nulla. Mivel soronként mar nem tudunk tovabb progra-
mozni, keressiitk meg oszloponként a fiiggetlen nullakat és folytassuk ott
a programozast.

Az els6 oszlopban nincs fiiggetlen nulla, a masodik oszlopot pedig
mar kizartuk a programozasbol. A harmadik oszlopban viszont talalunk
fiiggetlen nulla elemet, c,-at, igy ide programozhatunk. Ezzel a harmadik
sor és oszlop is kiesik, tehat a ¢, helyen levd nulla elemet 4thuzzuk.

A negyedik oszlop mar szintén kiesett a programozasbol. Marad tehat
az 0todik oszlop, ahol ismételten talalunk fliggetlen nulla elemet, ¢ -6t,
amire programozhatunk. Most az 6tddik sor €s oszlop kiesése miatt a ¢,
helyen levé nulla elemet kell athuzni.

A programozast tovabb nem tudjuk folytatni, mivel nincs tobb szabad
nulla elemiink: amire lehetett, programoztunk, a tobbit pedig athuztuk, azaz
kizartuk a programozasbol.

Az induld programot tehat elkészitettiik, azonban ha jol megfigyel-
jik az ezt bemutato 3.6. tablazatot, lathatjuk, hogy 6t viszonylat helyett
csak négyet sikeriilt programoznunk, vagyis egy fogadohely (F,) igényét
nem elégitettiik ki. Jeloljiik a kielégitetlen igények szamat A-val, azaz jelen
esetben /2 = 1, ahol az als6 indexbeli 1 azt mutatja, hogy ez az elsé prog-
ramozas végén maradt kielégitetlen igények szama. Erre a késdbbiekben
még sziikségiink lesz.

3.6. tablazat

F, F> Fs3 F4 Fs
Ki| 3 1 1 o] 4 1
K| 5 [o] 1 2 1 1
Ks| 6 3 [o] 4 6 1
Ki| 2 0 5 1 4 1
Ks | © 3 5 2 [o] | 1
1 1 1 1 1
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3.2. A program javitasa

Hogy minden fogadohely igényét kielégitsiik, az induld programot javita-
nunk kell. A javitast ugynevezett fedévonalak huzasaval kezdjiik. Jeloljik
meg a programba be nem vont sorokat ¢s oszlopokat egy csillaggal, majd
amegjelolt sorokban és oszlopokban talalhato nulla elemekre merblegesen
huzzunk fedévonalakat.

Példankban csak egy sor (K,) és egy oszlop (F,) marad szabadon, igy
ezeket kell csillaggal megjeldlni. A K, sorban egy darab 0 elem talalhato,
ac,, igy a K, sorra merdlegesen ebben az elemben hizunk fedévonalat,
azaz az F, oszlopot fedjiik le. Az F oszlopban két nulla elem talalhato, c,,
¢s ¢, azaz az ezekre merdleges sorokat, a K, €s a K, sorokat fedjiik le. Nem
sikeriilt azonban minden nulla elemet lefedni. Ezért a szabadon maradt 0
eleme(ke)t tetszés szerint valasztott feddvonalakkal kell athuzni, betartva
két igen fontos szabalyt:

* minden nulla elemet le kell fedni,

» kotott elemen fedévonalak nem metszhetik egymast.

Ezeket figyelembe véve a még le nem fedett ¢ , nulla elemre akar fliggd-
legesen, akar vizszintesen huzhatunk feddvonalat. Példankban fedjiik le
ezt az elemet a K, sor athlizdsaval. Az igy kialakitott fedévonalrendszert
a 3.7. tablazatban lathatjuk.

3.7. tablazat

F, F> Fs F4 Fs

Ki
K>
Ks

Ks

Az tgynevezett Konig—Egervary-tétel azt mondja ki, hogy a fiiggetlen
nullak maximalis szama megegyezik a fedévonalak minimalis szamaval
a hozzarendelési probléma megoldasa soran. Fiiggetlen nullaknak azo-
kat a nulla elemeket nevezziik, amelyekre programoztunk. Példankban
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négy ilyen elem talalhatd, amit nevezziink maximalis szamnak. A mat-
rixban talalhato 0sszes nulla elemet szintén négy vonallal tudtuk lefedni.
Ennél kevesebbel nem lehet az 6sszes nulla elemet lefedni. Ez minimalis
szam, hiszen tobb fed6évonalat is huzhattunk volna. Tehat teljesiil a tétel,
igy folytathatjuk a programozast.

A program javitasa az ugynevezett e-transzformacio segitségével tor-
ténik. Mar emlitettiik, hogy a hozzarendelési problémanal csak nulla ele-
mekre programozhatunk, tehat az a célunk, hogy néveljiik a nulla elemek
szamat a matrixban, lehet6vé téve igy mind az 6t igény elprogramozasat.

Az e-transzformaciot a kovetkezoképpen hajtjuk végre.

* A lenem fedett elemek koziil kivalasztjuk a legkisebbet, példankban

ezac,, elem, ez lesz az e-transzformacio sordn az epszilon: &, = 1, ahol
az also indexbeli 1 azt mutatja, hogy ez az els6 javitashoz tartozo e.

* ¢ -et levonjuk minden le nem fedett elembdl,

* ¢ -et hozzdadjuk minden lefedett elemhez,

» az egyszer lefedett elemeket valtozatlanul leirjuk.

Betartva ezeket a szabalyokat a 3.8. tablazatot kapjuk az els6 e-transzfor-
macié eredményeként.

3.8. tablazat

F, F> Fs F4 Fs
Ky 3 2 1 0 4 1
K 4 0 0 1 0 1
Ks 0 4 0 4 6 1
K4 1 0 4 0 3 1
Ks 0 4 5 2 0 1
1 1 1 1 1

Az 0y matrixot felhasznalva elvégezziik a programozast a mar ismertetett
modon. A ¢, és a c,, elemre minden tovabbi nélkiil tudunk programozni.
Ezt kdvetéen viszont nincs tobb fiiggetlen nulla elem, viszont vannak még
szabad nullék, igy ezek koziil tetsz6legesen valaszthatunk. Harmadik 1épés-
ben programozzunk tehat példaul a c,, elemre. A tovabbiakban mér egy-

¢rtelmiien lehet programozni a kdvetkezd sorrendben: ¢, , ¢, (3.9. tablazat).
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3.9. tablazat

F, F, F; FFs
Ki| 3 2 1 o] 4 1
K| 4 o6 o] 1 o |1
Ks|[o] 4 6 4 6|1
Ke| 1 [0] 4 o 3 1
Ks| 6 4 5 2 [o]]| 1
1 1 1 11

Minden sorban és oszlopban van kotott elem, tehat a programunk optima-
lis. Hatarozzuk meg a program értékét el6szor az eredeti matrix elemeinek
felhasznalasaval, majd ellendrizziik a megoldas helyességét:

C=2+5+2+2+3=14km.

Tehat 14 km sziikséges feltétleniil ahhoz, hogy a szallitast el tudjuk végezni.
A kapott eredmény helyességét a redukaléas soran meghatéarozott Y u, és Zvj
értékek, valamint az egyes javitasokhoz tartozo ¢ és h értékek segitségével
ellendrizhetjiik. Ha 6sszeadjuk a sor- €s oszlopminimumok 6sszegét, 3 u -t
és Zv],-t, valamint az egyes javitasoknal kapott e-ok és /-k szorzatait minden
egyes javitasra, a célfiiggvény értékét kell kapnunk:

(3.4) C:Zui+2vj+zgkhk,
i1 = =

ahol 7 a javitdsok szdma, &, a h-adik javitasban ki nem elégitett igények
szdma €s ¢, a k-adik javitdsban hasznalt e-érték. Esetiinkben tehét ezen
a modon kiszamitva a program értékét kapjuk:

C=12+1+11=14.

A két modon kapott érték megegyezik, tehat jol szamoltunk.



4. A szallitasi probléma megoldasa
magyar modszerrel

A Koénig—Egervary-tételt nemcsak a hozzarendelési probléma, hanem a szal-
litasi probléma megoldasaban is kihasznalhatjuk.

Oldjuk meg a 2.1. pontban ismertetett feladatot magyar modszerrel
(4.1. tablazat). A szallitasi probléma altalanos ismertetésénél emlitettiik,
hogy az igényeket ¢s a kapacitasokat egységenként kell értelmezni. Ebbél
kiindulva a matrixunkat felfoghatjuk ugy is, mintha az 200 sorbdl és osz-
lopbol allna. Ebben az esetben hozzarendelési problémaként oldhatjuk meg.
Ilyen nagy méret{i matrixszal azonban igen koriilményes szamolni, €s mint
latni fogjuk, nincs is ra szlikség, mivel a matrix igényei és kapacitasai Ggy is
tekinthetk, mint az egység tobbszorosei. Ezért is nevezziik az egyes sorok
kapacitasait, illetve az egyes oszlopok igényeit multiplicitasnak.

4.1. tablazat

F, F> Fs F4 Fs ai;
K, 6 2 8 7 5 40
Ks 4 3 7 5 9 70
K5 2 1 3 6 4 60
K4 5 6 4 8 3 30
b; 30 60 50 40 20 | 200

4.1. Az indulé program

A feladat megoldasat most is nullara redukalassal kezdjiik. Vigyazni kell
azonban, hogy mind a sor-, mint az oszlopminimumok &sszeadasanal figye-
lembe kell venni a multiplicitasokat is.

Példankban a sorminimumok értéke és 0sszege a kdvetkezo:

u =2

u,=3
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u, =1

u,=3

ua, =240=280
u,a,=370=210
u,a, = 1:60 = 60
u,a,=330=90
Y ua =440

A soronkénti redukalas utan a 4.2. tablazatot kapjuk.

4.2. tablazat

F F, Fs F4 Fs ai
0 6 5 3 40
Ks 0 4 2 6 70
Ks 0 2 5 3 60
K4 2 3 1 5 0 30
b; 30 60 50 40 20 200

Ky

Az oszloponkénti redukalasnal és 0sszegzésnél a mar ismertetett modon
jarunk el.

v, =1

v,=0

v, = 1

v,=2

vs=0

vb, =130=30
v,b,=0:60=0

v,b, =150 =350
v,b,=2-40=280
vb,=020=0

Zvjb/; 160

A nullara redukalas utdn mar minden sorban ¢s oszlopban talalhaté nulla
elem (4.3. tablazat), igy elkezdhetjiik az induld program elkészitését. A prog-
ramozast, mint azt mar lattuk, soronként kezdjiik, és lehet6ség szerint arra
a nulla elemre programozzunk, amelyikre ezt egyértelmiien tehetjiik.
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4.3. tablazat

F1 Fz F3 F4 F5 a;
Ky 3 0 5 3 3 40
K 0 0 0 6 70
Ks 0 0 1 3 3 60
K4 1 3 3 0 30
b; 30 60 50 40 20 | 200

Az els6 sorban a ¢, elemre programozhatunk, mivel a sorban nem talal-
hato tobb nulla elem. Programozzuk tehat erre az elemre a lehetd legtobbet.
Az adott relacidban az igény 60 egység, a rendelkezésre allod kapacitas azon-
ban csak 40, igy ezt a mennyiséget programozhatjuk a c , elemre.

Nézziik azonban meg azt, hogy az els6 sorra merdlegesen a masodik
oszlopban van-e még lehetéség programozni. Lathato, hogy a F, fogado-
helynek még van 20 egység igénye, és az oszlopban talalhatok nulla elemek,
amelyekre tudunk majd programozni. Tehat szallitasi problémanal, ellentét-
ben a hozzarendelési problémanal targyaltakkal, csak abban az esetben kell
az adott ¢, elemhez tartozo sorban vagy oszlopban a nulla elemeket athuzni,
ha a sor- ¢s az oszlopmultiplicitasokat teljes mértékben elprogramoztuk.

Soronként folytatva a programozast lathato, hogy nincs tobb olyan sor,
amelyben csak egy nulla elem talalhatd. Tehat most oszloponként haladunk
tovabb. Az els6 ¢s a masodik oszlopban nem, de a harmadikban mar van
olyan nulla, amelyre egyértelmiien programozhatunk, a ¢, elem. Az igényt
¢és a kapacitast figyelembe véve erre az elemre maximum 30 egység prog-
ramozhatd. Nézziik meg, hogy az oszlopra merdleges sorban van-e még
nulla elem. Van, ¢, és ezt 4t kell huzni, mivel a sorhoz tartozo6 kapacitas-
értéket teljes mértékben elprogramoztuk, tehat ezt a nulla elemet ki kell
zarni a tovabbi programozasbol.

A negyedik oszlopban szintén taldlhato fiiggetlen nulla elem, c,,, amelyre
maximum 40 egységet programozhatunk. Az oszlopra meréleges masodik
sorban még maradt 30 egység kapacitas, igy ennek a sornak a nulla elemeit
nem zarhatjuk ki a tovabbi programozasbol.

Oszloponként mar nem tudjuk folytatni a programozast, ezért kezdjiik
el 4jbol soronként megkeresni a fiiggetlen nulla elemeket. Ilyet nem sikertilt
talalni, tehat nézziik meg oszloponként is. fgy sem talalunk. Ilyen esetben
az eljaras a kovetkez6 (ha még van szabad nulla elem):

» abban a sorban, illetve oszlopban folytatjuk a programozast, ahol

a legkevesebb nulla elem talalhato,
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 arra a nulla elemre programozunk, amelyikre a lehetd legnagyobb
mennyiséget lehet.

Ha tobb elemre azonos a masodik feltétel is, szabadon valaszthatunk.

Példankban minden sorban és oszlopban két-két nulla elem van, tehat
amasodik szabaly szerint dontjiik el, melyik elemet vonjuk be a programba.
Valasszuk a masodik sort, itt a ¢,, elemre maximum 30 egységet tudunk
programozni. Most azonban a sorban és az oszlopban egyszerre kielégitettiik
az Osszes igényt, és elprogramoztuk a még meglévé kapacitast. Eppen ezért
a sorban, illetve oszlopban taldlhat6 nulla elemeket (c,,-t s ¢, -et) a tovabbi
programozasbol ki kell zarni, azaz athuzzuk éket.

Mar csak egyetlen nulla elemiink maradt, amire programozni lehet, c,,.
Ide maximum 20 egységet programozhatunk, mivel az F, fogadéhelynek
nincs mar tobb igénye. Ezzel az induld programot el is készitettiik (4.4.
tablazat). Vizsgaljuk meg, milyen eredményt értiink el.

4.4. tiblazat

F, F, F; F,4 F;s
Ki| 3 [of° 5 3 3 |40
K [[of° o 3 [of° 6 |7030
K:s | 6 [0 1 3 3 | 6040
Ki | 1 3 [of° 3 o |30

60 30 40 20
¥ 20 20

200

A 4.4. tablazatbdl leolvashatd, hogy a harmadik sorban maradt még 40 egy-
ség kapacitas, amit nem tudunk elprogramozni, a harmadik és az 6todik
sorban pedig 20-20 egység igény, amit nem elégitettiink ki, ezzel 4, = 40.
Egyértelmii tehat, hogy javitani kell a programot.

4.2. A program javitasa

A javitast a hozzarendelési problémanal megismert modon hajtjuk végre.
Megcsillagozzuk azokat a sorokat, illetve oszlopokat, ahol nem tudunk
mindent elprogramozni, majd megalkotjuk a feddvonalrendszert. A K, sort
és az F| és F, oszlopokat azért fedtiik le, mert csillagos sorban talalhato
nullara merélegesek. Ekkor azonban még van egy lefedetlen nulla elem,
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c,,- Bzt csak tigy tudjuk lefedni, ha az F, oszlopot fedjiik le, mivel a K, sort
nem fedhetjiik le, hiszen akkor a ¢, kotott elemen két fedévonal metszené
egymast (4.5. tablazat).

4.5. tablazat

Fl Fz F3 F4 Fs

Ky o5 3 140
K2 30 3 0 6 lg 3_9
Ks 0 1 3 16040 *
K4

50 20

20 200

k

Négy fedévonallal sikeriilt tehat minden nulla elemet lefedni. Nézziik meg,
hogyan érvényesiil a Kénig—Egervary-tétel a szallitasi problémanal. Lathatjuk,
hogy ha csak a feddvonalak és a kotott elemek szamat vizsgaljuk, a tétel
nem érvényesiil, hiszen 4 feddvonal és 5 kotott elem van. Azonban szalli-
tasi problémanal figyelembe kell venni a multiplicitasokat is. A fliggetlen
elemek szamat Gigy hatarozzuk meg, hogy 6sszeadjuk a fliggetlen elemekre
programozott értékeket:

40 + 30 +40 +20 + 30 = 160, ami a fiiggetlen elemek maximalis szama.

A fedévonalak minimalis szamanak meghatarozasanal pedig a fedévonalakkal
lefedett sorokhoz és oszlopokhoz tartozo multiplicitasokat kell sszeadni:

30+ 30+ 60 + 40 = 160.

gy mar érvényesiil a tétel, a kotott elemek maximalis szama megegyezik
a fedévonalak minimalis szamaval.

E kis kitérd utan nézziik meg, hogyan javithatjuk a programot az e-transz-
formacio segitségével. A le nem fedett elemek koziil valasszuk ki a leg-
kisebbet. Ez a c,, elem, tehat az els6 javitasnal ¢ = 1, a h ¢, szorzat pedig
40. Készitsiik el az Gij matrixot. Az egyszer lefedett elemeket valtozatlanul
hagyjuk, a kétszer lefedettekhez hozzaadjuk, a lefedetlenckbdl pedig ki-
vonjuk &, értékét (4.6. tablazat).
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4.6. tablazat

Fi F> F3 F4 Fs ai
K 3 0 4 3 2 40

Ks 0 0 2 0 5 70
Ks 0 0 0 3 2 60
K4 2 4 0 4 0 30

b; 30 60 50 40 20 | 200

Ezt kovetéen végezziik el a programozast az ismert modon. A végrehajtas
menetét mar nem részletezziik, csak a 1épések sorrendjét és a programozott
értékeket kozoljiik (4.7. tablazat):

c,—40,c,, —-40,c,-20,c,-10,c, -40,c, — 30, c,, - 20.

4.7. tablazat

F; F, F3 F4 Fs ai
Ki | 3 [oJ* 4 3 2 | 40
0

K. | [0f° 2 o 5 | 70
K: | 6 [0f° 3 2 | 60
K4 2 4 0 10 4 @20 3 0

b; 30 60 50 40 20 | 200

Tehat sikeriilt az 6sszes igényt kielégiteni, illetve az dsszes kapacitast el-
programozni. Hatarozzuk most meg az optimalis program értékét.

Ezt Ggy végezhetjiik el, hogy az eredeti célmatrix, a 4.1. tablazat meg-
felel6 elemeit megszorozzuk a hozzajuk tartozd programértékekkel:

C=240+430+ 540 + 1-20 + 3-40 + 4-10 + 320 = 640 km.
Tehat optimalis iranyitasi program esetén az osszes futas 640 km lesz.

Ellenérizziik, hogy jol programoztunk-e. Hatarozzuk meg a minima-
lis kilométerértéket a javitasoknal kiszamitott 4 és & értékek segitségével:

@.1 Czia,uiJan:b]vj +Zr:5khk.
i=1 i=1 k=1

C =440+ 160 + 40 = 640 km.
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Ezzel a modszerrel is ugyanazt az eredményt kaptuk, tehat a programunk
biztosan jo. Meg kell jegyezni, hogy a programnak alternativ megoldasa
van. Ezt onnan latjuk, hogy a matrixban talalhaté még olyan nulla elem,
amelyet nem vontunk be a programozésba: c,, €s c; .

A szallitasi probléma magyar modszerrel torténé megoldasat egyszerii
szallitasi problémara mutattuk be, de természetesen felhasznalhatd a mod-
szer Osszetett szallitasi probléma megoldasara is, betartva az ott megismert
szabalyokat.

A magyar modszer elonyei kozott emlithetjiik azt is, hogy nem érzékeny
a degeneraciora, igy a feladat megoldasa soran igen sok kellemetlenségtol
6vhat meg benniinket.



Vakat oldal



5. A korutazasi probléma

Az 1930-as években meriilt fel komolyabban, de mar az 1830-as években
is foglalkoztak azzal a kérdéssel, hogy ha adva van n darab varos, ame-
lyek egymastol mért tavolsagai ismertek, akkor hogyan lehet meghatarozni
az ezeket pontosan egyszer érintd legrovidebb korutat? A problémara gaz-
dasagi vetiilete miatt kezdtek el megoldast keresni: egy utazo igynok (innen
a probléma angol neve is, travelling salesman problem, TSP) hogyan tudja
példaul egy cég kozpontjabol végiglatogatni a kiilonbdzo varosokban talal-
hatd telephelyeket és utana visszatérni a kiindulasi helyre ugy, hogy a lehet6
legrovidebb utat teszi meg?

Kevés szamu hely esetén a koriiljarasi sorrendet egyszeri ratekintés-
sel vagy az Osszes lehetséges korut kiprobalasaval is meg lehet hatarozni.
Ezt a megoldasi ,,mddszert” nevezi az angol brute force-nak, nyers er6-
nek. Ha a kiindulasi ponton kiviil még (n—1) helyet kell végigjarni, akkor
a lehetséges korutak szama (n—1)!/2, hiszen az elsé meglatogatando helyet
még mind az (n—1) koziil valaszthatjuk, a masodikat mar csak (n—2) hely
koziil valaszthatjuk ki, és igy tovabb, mig csak egy marad, ahonnan pedig
a kiindulasi pontra tériink vissza. A nevezdben a kettes azért szerepel, mert
minden Gtvonal bejarhato visszafele is, de azt nem tekintjiik kiilonbozének.
Ot varos esetén a brute force megoldas még valoban célravezetd lehet, hiszen
a lehetséges valtozatok szama 12. Kilenc hely esetén azonban mar 20 160
kiilonféle korbejaras lehetséges. Sziikség van tehat a feladatnak objektiv
szamitason alapuld meghatarozasara.

A korutazasi probléma megoldasara, tekintettel az igen nagyszamu
megoldasi valtozatra, gyakorlati feladatokhoz inkabb a kozelitd, de gyor-
sabban eredményt ado6 valtozatot alkalmazzak.

A feladat megoldasahoz mindenekel6tt sziikség van a d, célmatrixra,
amelynek elemei jelenthetnek tavolsagot, id6t, koltséget stb. Amennyiben
d =d, (i=1.n;j=1.n), akkor szimmetrikus, egyébként aszimmetrikus

p?oblé/méwal allunk szemben.
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5.1. A Kkorlatozas és szétvalasztas modszere

Ez az eljaras a korutazasi probléma optimalis megoldasat adja. Igen hosz-
szadalmas szamitasok utan kapjuk csak meg a végeredményt, ezért a gya-
korlati feladatoknal a kozelit6 eljarasokat helyezik el6térbe. Ennek ellenére
célszerli ezzel a megoldasi moddal is megismerkedni. A modszert John D.
C. Little, Katta G. Murty, Dura W. Sweeney és Caroline Karel dolgoztak
ki 1963-ban."? Eljarasuk az tigynevezett dontési fa modszer.

A feladat megoldasat egy konkrét példan keresztiil mutatjuk be.

Egy kozponti raktarbdl 5 telephely szamara kell szallitani. Tételezziik
fel, hogy az 5 telephely altal igényelt arumennyiséget egy tehergépjarmiivel
képesek vagyunk elszallitani. A koézponti raktar és a telephelyek kozotti
tavolsagadatokat az 5.1. matrixban adjuk meg. Hatarozzuk meg a legkeve-
sebb kilométer-felhasznalast igényl6 koriiljarasi atvonalat!

5.1. matrix

A 25 80 36 40 45]
25 B 60 8 35 48
80 60 C 47 50 85
36 8 47 D 26 62
40 35 50 26 E 34
45 48 85 62 34 F

Els6 1épésként meg kell hataroznunk a feladat megoldasanak azt a leg-
kisebb értékét, amelynél rovidebb koriiljarasi utvonal nem képzelhetd el.
Abbol a meggondolasbdl indulunk ki, hogy a kiindulasi matrix redukalasaval
a bejaras utvonala nem valtozik, csak az Gitvonal hossza csokken. Az eldb-
biekben felirt kiindulé matrixunkat el6szor sorok szerint, majd oszlopok
szerint nullara redukaljuk (5.2. és 5.3. matrix).

12 MuRrTy, Katta G. — KAREL, Caroline — LITTLE, John D. C. (1962): The Travelling Salesman
Problem: Solution by a method of ranking assignments. Elérheté: www-personal.umich.
edu/~murty/sales.pdf (A letoltés datuma: 2019. 09. 12.); LITTLE, John D. C. — MURTY, Katta
G. — KAREL, Caroline — SWEENEY, Dura W. (1963): An algorithm for the Travel Salesman
Problem. Operations Research, Vol. 11. No. 6. 972—-989.


http://www�personal.umich.edu/~murty/sales.pdf
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5.2. matrix 5.3. matrix

sorminimum|[ A 0 31 11 15 12]
A 0 55 11 15 20 25 6 B 28 0 27 32
17 B 52 0 27 40 8 22 13 C 0 30
33 13 ¢ 0 3 38 47 17 0 15 D 18 46
28 0 39 D 18 54 8 3 9 0 0 0
14 9 24 0 8 26 0 14 27 28 0 F
|11 14 51 28 0 F| 34 oszlopminimum i

148 110 24 0 0 8 =43

A korut hosszanak lehetséges minimalis értékét a sor- €s oszlopminimumok
Osszege adja meg: 148 + 43 = 191 km.

A redukalas utan a matrix minden soraban és oszlopaban talalunk
nulla elemet. Abban az esetben, ha sikeriil minden sorban és oszlopban
anulla elemekre programoznunk, akkor a program értéke megegyezik a sor-
¢és oszlopminimumok dsszegével, vagyis a korat hosszanak alsé hataraval.
Azokban a sorokban, illetve oszlopokban, ahol csak egy nulla elem van,
a valasztas egyértelmi. Ott, ahol tobb nulla elem van, mar megfontolas
targyat képezi, melyiket vonjuk be a programba. Amennyiben nulla elem
valami oknal fogva nem vonhato be a programba, az utana kovetkezo leg-
kisebb elemet valasztjuk. Egyértelmii, hogy ebben az esetben a minimalis
utvonal hossza a bevont elem értékével novekszik. A programozasi fel-
adat megkezdése eldtt a ndvekedést minden nulla elemre meghatarozzuk,
mégpedig gy, hogy a nulla elemek mellé odairjuk a vele azonos sorban
¢és oszlopban talalhato kovetkez6 legkisebb elemek értékeinek Osszegét.
Ezeknek az elemeknek a programba torténd bevonasa sziikségessé valhat,
ha a szoban forg6 nulla elemre nem tudunk programozni. Nézziik meg,
hogyan alakul ez a példankban. Az AB elem soraban a kévetkez6 legkisebb
elem az AD elem (11), oszlopaban pedig a DB elem (0), ezek 6sszege 11,
ez keriil az AB elem nullaja mellé zardjelben. Elvégezve ezt minden nulla
elemre, az 5.4. tablazatot kapjuk.
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5.4. tablazat
B C D E F
o(1l) 31 11 15 12
B 28 06) 27 32
13 c 03 3 30
0(15) 15 D 18 46
9 015 00) E 0(12)
03 14 27 28 03 F

w IR o>
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Els6ként annak a nulla értéki viszonylatnak a koratba vonasanak lehe-
toségét vizsgaljuk, amelynek be nem vonasa esetén a legnagyobb lenne
a névekmény. Lathato, hogy a D-bél B-be, valamint az E-b6l C-be vezetd
utvonalakhoz kapcsolodnak a legnagyobb novekedések, mindkét esetben
15, ezért a két relacio valamelyikénél kell a programozast kezdeni. Mivel
a hozzajuk tartozo ndvekmény azonos, a valasztas tetszéleges. Példankban
valasszuk induld 1épésnek a DB relaciot. Mieldtt tovabblépnénk, meg kell
ismerkedniink néhany jel6lési moddal:

* DB jelentse azt, hogy D-bél B-be haladunk,

* BB pedig azt, hogy D-bdl B-be biztosan nem megyiink.

A fentiek szerint DB viszonylatnal dontés eldtt allunk. Pozitiv dontésnek
nevezzik, ha egy relaciot valasztunk, negativ dontésnek, ha egy relaciot nem
valasztunk. A dontéseket az ugynevezett dontési fan abrazoljuk, amelynek
kiindulasi pontjat S -lal jeldljiik. A pozitiv dontést a dontési faba fliggle-
gesen rajzoljuk be (példaul DB: D-b6l a B-be megyiink), a negativ dontést
pedig vizszintesen (példaul BB: D-bdl B-be nem megyiink), lasd 5.1. abra.

Oad

5.1. abra

Barmelyik megoldast is valasztjuk, a matrix bizonyos elemeit tobbé nem
vehetjiik figyelembe, hiszen mar beszEltiink rola, hogy minden pontot csak
egyszer érint a korut. Ha a DB relaciot nem valasztjuk, vagyis a korutat
mas iranyba vezetjiik, akkor a DB elem helyére egy kizaré ,,M”-et irunk.
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A minimalis program értékét a zarojelbe irt ndvekménnyel, ami esetiinkben
15, megemeljiik, majd beirjuk a dontési faba. A megndvelt sszeg mutatja,
hogy negativ dontés esetén az elérhetd legrovidebb Gtvonal hossza mini-
malisan mekkora lehet.

A DB relaci6 valasztasa esetén szintén toroljiik a nulla elemet, de ezzel
egy id6ben a hozza tartozo sort és oszlopot is tordljiik, mivel ezeket tobbet
nem érinthetjiik. Ugyelniink kell arra, hogy azt a relaciot, amelyik rovidre
zarna a kort, anélkiil, hogy valamennyi allomast érinthettiink volna, egy
végtelen nagy ,,M”-mel helyettesiteniink kell, esetiinkben ez a BD elem.
Példankban a DB relacio elfogadasa esetén a torlések utan az 5.5 tablaza-
tot kapjuk.

5.5. tablazat

| A C D E F
A A 31 11 15 12
B 6 28 M 27 32
c | 22 C 0 3 30
E 3 0 0 E 0
F 0 27 28 0 F

Az5.5. tablazatot, ha nincs minden soraban és oszlopaban nulla elem, tovabb
kell redukalnunk. A sor- és oszlopminimumok Gsszegével az alsd hatar
értékét megnoveljik, és beirjuk a dontési fa megfeleld eleméhez. Ez mutatja
meg, hogy milyen eredményt hozott a pozitiv dontés.

Példankban az A és a B sorban nincs nulla elem. A sorminimumok
érteke 11, illetve 6, igy az also hatar pozitiv dontésnél 191 + 11 + 6 =208
km lesz. A pozitiv és a negativ dontés eredményét a dontési faba beirjuk,
¢és azon az agon haladunk tovabb, amelyik az alacsonyabb als6 hatarral
rendelkezik. Ha t6bb ilyen van, akkor azon az agon, ahol tobb pozitiv don-
tés van, ha ez is megegyezik, akkor tetszéleges a folytatas. Esetiinkben
anegativ dontés alsé hatara a kisebb (206 km), ezért ezen az agon haladunk
tovabb (5.2. abra).

5.2. abra
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Az eljarast addig folytatjuk, amig valamely agon annyi pozitiv dontés nincs,
ahany csomopontbol all az utvonal. Az als6 hatar, ami ennek az agnak a végén
all, megegyezik a bejarasi valtozat Gitvonalanak hosszaval. Ha a tobbi agon
a kapott ért¢kek magasabbak, megoldasunk optimalis. Ha vannak még kisebb
vagy egyenld also hatarral rendelkezd, de végig nem vezetett agak, ezeket
folytatni kell egészen addig, amig vagy jobb megoldast nem kapunk, vagy
nyilvanvalova nem valik, hogy ezek az agak rosszabb, esetleg ugyanolyan
végeredményt nem adnak.

Mint emlitettiik, példankban a negativ dontési agon kell tovabbha-
ladnunk. Az 5.6. tablazat a negativ dontés miatti DB elem ,,M”-mel valo
helyettesitése €s a redukalas utani matrixot mutatja, a nulla elemek mellé
irt esetleges novekményekkel egyiitt.

5.6. tablazat

B C D E F
020) 31 11 15 12
B 28 06) 27 32
13 c 03 3 30
M 02 D 3 31
9 00) 00) E 0012
02) 14 27 28 03) F

mmooOw >
W o

A novekmény az AB viszonylatban a legnagyobb. Negativ dontés, azaz
AB valasztasa esetén az also hatar értéke az AB elem melletti zardjeles
kilométerértékkel: 206 + 20 = 226 km-re nd. Pozitiv dontés esetén az 5.7.
tablazatot kapjuk (a BA rovidre zard elemet ,,M”-mel helyettesitve).

5.7. tablazat

A C D E F
M 28 0Q27) 27 32
22 c 03 3 30

2 02 D 3 31

3 00) 00) E  0@30)
02 27 28 03 F

Mmoo OQw

Lathato, hogy pozitiv AB dontés esetén az alsd hatar értéke valtozatlan
marad (206 km), mert minden sorban és oszlopban van nulla elem. Tehat
a pozitiv dontést valasztjuk, és ezen az agon haladunk tovabb.
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A novekmény az EF relacidoban a legnagyobb. Az EF dontés valasztasa
esetén az also hatar értéke 236 km lenne. Pozitiv EF dontés esetén az 5.8.
tablazatot kapjuk.

5.8. tablazat

| A C D E
M 28 0Q24) 24
22 C  00) 000
2 027) D 000)
029) 27 28 M

monOw

Az E oszlopaban nem volt nulla elem, ezért redukalnunk kellett. Az also
hatar értéke ezért megndvekedett 206 + 3 =209 km-re. A pozitiv és a nega-
tiv dontést Gsszehasonlitva egyértelmii, hogy a pozitiv irinyba megyiink
tovabb. Az 0j matrixban az FA relacioban legnagyobb a novekmény, negativ
FA dontés esetén az alsé hatar értéke 209 + 29 = 238 km lesz. Pozitiv FA
dontés esetén az 5.9. tablazatot kapjuk.

5.9. tablazat

| C D E
B | 28 028 M
C C  00) 00)
D | 028 D 00

Mivel minden sorban és oszlopban van nulla elem, az also6 hatar értéke (209)
nem valtozik. Tehat a pozitiv dontést valasztjuk, és ezen az agon megyiink
tovabb. Uj matrixunkban a névekmény a DC és a BD relacioban azonos
értékeket vesz fel. Az eléz6ekben mar targyalt elvek alapjan a DC relaciot
valasztjuk. Negativ BE€ dontés esetén az also hatar értéke 209 + 28 = 237
km lesz. Pozitiv DC dontés esetén az 5.10. tablazatot kapjuk, amelyet nem
kell redukalni, ezért a kort hossza nem valtozik. Ezért a pozitiv dontést
valasztjuk.

5.10. téblazat
| D E

B |[o2M) M
C M 02M)
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Lathato, hogy az 5.10. tablazat a programozas utolso 1épését mutatja. A lehet-
séges BD és CE relaciok koziil barmelyiket is valasztjuk, a bejaras ttvonala
azonos marad. Barmelyik dontést valasztva a bejarasi Gtvonalhossz als6
hataranak értéke valtozatlan marad, vagyis értéke 209 km lesz. A teljes
dontési fat az 5.3 abran lathatjuk.

A pozitiv dontéseink a kovetkezéek: AB, EF, FA, DC, BD, CE.
Az A pontbdl kiindulva és sorba rendezve Oket gy, hogy a kovetkezd
viszonylat kiinduld allomasa az el6z6 viszonylat érkez6 allomasa legyen:
AB, BD, DC, CE, EF, FA. A korut tehat: ABDCEF(A), hossza 209 km.

Lényeges megjegyezni azonban, hogy a DB dgon is tovabb kell végezni
a szamitasokat (5.4. abra), mivel a DB pozitiv dontés esetében a korut hosz-
szanak als6 hatara (208) kisebb, mint az imént meghatarozott korut hossza.
A szamitasokat elvégezve azt kapjuk, hogy ezen agon a korat hossza szintén
209 km lesz, iranya: AFECDBA. Ez lényegében ugyanaz a korut, csak ellen-
tétes iranyban, azaz ez egy alternativ optimum. Szimmetrikus kiindulasi
matrix esetében ugyanis két korat, amelyek csak a koriiljaras irdnyaban
kiilonboznek, azonos hosszusaguak.

©
226 206 191
G ORON

236

209
5.3. dbra 5.4. abra
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5.2. A Croes-moédszer

Mint mar emlitettiik, a kdrutazasi probléma megoldasa a gyakorlatban koze-
1it6 eredményt ad6 modszerekkel torténik. Ez azért is sziikséges, mert mint
az el6z6 feladatban is lathattuk, igen hosszl volt az eljaras, mire megkaptuk
az optimalis megoldast. A sokféle kdzelité modszer koziil mi G. A. Croes
1958-ban publikalt eljarasanak'® némileg modositott valtozatat ismertetjik.

Ezen eljaras eldnyei a kovetkezok:

+ egyarant felhasznalhat6 szimmetrikus és aszimmetrikus feladatok

megoldasara,

o kézi és gépi szamitasokhoz egyarant alkalmas,

e gyors ¢és viszonylag jo kozelité eredményt ad,

* aszamitas barmely kdzbeesé pontban megszakithato.

A modszer alkalmazasat az el6z6 feladatnal mar felhasznalt gyakorlati
példa megoldasaval mutatjuk be. A megoldas menete két részbdl all. Az els6é
rész a feladatnak egy kozelité megoldasat adja, a masodik rész a kozelitd
megoldas finomitasabol all.

Els6 1épésként az induld korut felallitasat kell elvégezniink. Ez ugy
torténik, hogy a kezddpontbdl kiindulva mindig a legkozelebbi pontba
haladunk. Nézziik meg az indul6 korut osszeallitasat az 5.11. tablazatban.

5.11. tablazat

A B C D E F
AlA 5 25 80 36 40 45
1 !
B |25 B —» 60 — 8 35 48
1 !
C|8 — 60 «— C 47 50 85
1 !
D |36 8 47 D — 26 62
1 !
E | 40 35 50 26 E — 34
1 1
F |45 48 85 «— 62 « 34 < F

3 Crogs, G. A. (1958): A Method for Solving Traveling-Salesman Problems. Operations
Research, Vol. 6. No. 6. 791-812.
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Az A éllomas soraban talalhato elemek az A helynek a tobbitdl vett tavol-
sagat mutatjak meg. Az A pontbdl jobbra, vizszintesen haladva kell a leg-
kisebb koltségelemig menni, majd onnan fiiggblegesen lefele a féatloban
talalhato bettjelig. Példankban az A sor masodik eleme a legkisebb, értéke
25. Ez az elem az A és a B pontokat koti 6ssze. Folytatva az induld prog-
ram szerkesztését, a B pontbdl kiindulva, ennek soraban a negyedik elem
értéke a legkisebb, szam szerint 8. Tehat a B pontbdl kiindulva a legrévidebb
uton a D pontot értiik el. A D pont soraban a legrovidebb Gt megtételével
az E pontot érhetjiik el, tehat ez lesz a kdvetkezo allomas. Az E pontbol foly-
tatva a programozast, annak soraban az F pont az a még meg nem latogatott
pont, amelyikhez a legkisebb érték tartozik, ezért ez lesz az induld prog-
ram kovetkezd eleme. Az F pont soraban a legkisebb értékii az E ponthoz
tartozo elem. Ezt az dllomast azonban mar korabban érintettiik. A feladat
megfogalmazasanal feltételként szerepelt, hogy egy allomast a korat folya-
man csak egyszer érinthetiink. Ezért a kovetkezo legkisebb elemet kell ki-
valasztanunk, amelyet eddig még nem vontunk be a programba. Példankban
ez az elem a C pont, tavolsaga 85. Mivel a korbejaras soran mar minden
elemet érintettiink, vissza kell 1épni a kiindulopontra (CA = 85). Ezzel
az induld programunk elkésziilt. Valamennyi allomast végigjartuk gy,
hogy lehetdség szerint a legrovidebb legyen a korat hossza. Példankban
ez az alabbiak szerint alakul: A, B, D E, F, C, A. Ez megfelel az AB, BD,
DE, EF, FC, CA viszonylatok egymas utani bejarasanak, amelyek hosszai-
nak 0sszege adja az indulo korat hosszat:

25+ 8+26+ 34+ 85+ 80=258 km.

Bar az induldé megoldas elkészitése soran a korbejarasnal arra torekedtiink,
hogy mindig a legkisebb tavolsagokat vegyiik figyelembe, és valamennyi
megallohelyet csak egyszer érintsiik, ennek ellenére nem biztos, hogy meg-
oldasunk az optimumot megkdzelité eredményt jelenti. Ahhoz, hogy ezt
meghatarozhassuk, at kell rendezni az indulé matrixunkat oly médon, hogy
a foatloban az allomasokat jelentd betiik az induld koratnak megfeleléen
helyezkedjenek el. Az atrendezést két 1épésben kell végrehajtani: oszlopok
és sorok szerint. Az indul6 programbdl az oszlopok rendezése utan az 5.12.
tablazatot kapjuk.
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5.12. tablazat

A B D E i @
A 25 36 40 45 80
25 B 8 35 48 60

80 60 47 50 85 (€
36 8 D 26 62 47
40 35 26 E 34 50
45 48 62 34 F 85

mTmoOQw >

Mint lathato, az oszlopok atrendezésénél az eredeti matrix harmadik eleme
keriil az utolsé helyre, a negyedik, 6todik és hatodik oszlop eggyel el6bbre
csuszik. A sorok szerinti atrendezésnél az oszlopok atrendezésénél alkal-
mazott eljarassal dolgozunk. Az atrendezés utan az 5.13. tablazatot kapjuk.

5.13. tablazat

A B D 15 F ©
A 25 36 40 45 80
25 B 8 35 48 60
36 8 D 26 62 47

40 35 26 12 34 50
45 48 62 34 F 85
80 60 47 50 85 €

Ammgw

Az oszlopok és sorok szerinti atrendezés utan egy 0j matrixot kaptunk,
amelyre jellemz6, hogy:
+ afoatlojaban szerepld betlijelek sorrendje megegyezik az allomasok
indul6 programban meghatarozott sorrendjével, és
» alegkisebb koltségértékek a foatlobeli elemek mellett szerepelnek.

A tovabbiakban annak megallapitasa a feladatunk, hogy az j matrix opti-
malis-e, vagy még lehet rajta javitani. Ezt Ggynevezett inverzios vizsgalat
segitségével dontjiik el.

Inverzion jelen esetben olyan modszert értiink, amelynek segitségével
meg lehet keresni azokat a két vagy tobb allomasbol allo ttszakaszokat, ame-
lyeket ha ellentétes iranyban jarjuk végig, ugy a korat hossza csokkentheto.

Tehat az a feladatunk, hogy egy tetszéleges korutrdl egy olyan koratra
térjiink at, amelynek eredményeként a korut hossza csokken. Egy tetszéle-
ges korutbol Ggy szarmaztathatunk Gjabb korutakat, hogy annak egy-egy
szakaszan a sorrendet megforditjuk. A megfeleld szakasz kivalasztasahoz
végre kell hajtani az inverzids vizsgalatot. Ez az alabbiak szerint torténik.
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Els6 1épésben bovitjiikk a matrixot. A matrix els6 sora f6lé lemasoljuk
az utolso sor elemeit, az utolsé oszlop mellé pedig az elsé oszlop elemeit
irjuk le. A betiik helyére 0-t irunk. Erre azért van sziikség, hogy akar A-val
kezdddo, akar F-fel végzddo szakaszokat akarunk invertalni, az inverziot
végre tudjuk hajtani (5.14. tablazat).

5.14. tablazat

80 60 47 50 85 0
A 25 36 40 45 80 0

25 B 8 35 48 60 25
36 8 D 26 62 47 36
40 35 26 I 34 50 40
45 48 62 34 F 85 45
80 60 47 50 85 @ 80

A kovetkez6 1épés az inverziok képzése. A féatloban elhelyezkedd pontok
koziil kettot kivalasztunk. Erre a relaciora olyan derékszogii haromszoget
rajzolunk, amelynek atfogdja az adott relacié végpontjait koti 6ssze. Az AB
relaciot valasztva az 5.15. tablazat szemlélteti a haromszog elhelyezkedését.
Ezt kovetden egyszerli szamitast kell elvégezniink. Az A pont f6lott, tehat
a haromszog fels6 csucspontja folott és a B csticstdl jobbra, tehat a harom-
sz0g also csucspontja mellett talalhatd szamokat dsszeadjuk. Példankban
az A folotti érték 80, mig a B melletti 8. E két elemet félkovérrel jeloltik.
A haromszog derékszoge folott és mellett 16vo szamértékeket is sszeadjuk,
vagyis a 60-at és a 36-ot. Ezeket dolt betiivel jeloltiik. Az AB inverziot ezen
két 6sszeg kiilonbségeként kapjuk:
L(AB) = (80 + 8) — (60 + 36) = -8

5.15. tablazat

80 60 47 50 85 0
W 36 40 45 80 0
25 8 35 48 60 25
36 8 D 26 62 47 36
40 35 26 E 34 50 40

45 48 62 34 F 85 45
80 60 47 50 85 € 80
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A fenti szamitas csak szimmetrikus matrixok esetén alkalmazhato, aszim-
metrikus matrixnal némileg modosul az eljaras.

Az inverzidkat valamennyi relaciora fel kell irni annak érdekében,
hogy ki tudjuk valasztani azt a relaciot, amelyik a legnagyobb mértékben
csokkenti a program értékét. Nézziik meg az 5.15. tablazat 6sszes inverziojat
és azok értékeit:

L(AB)=(80 + 8) — (60 +36) =-8

L(AD) = (80 +26) — (47 +40)=19

L(AE) = (80 + 34) — (50 + 45)=19

L(AF) = (80 +85)—(85+80)=0

L(AC) = (80 + 80) — (0 + 0) = 160

L(BD)= (25 +26) — (36 + 35)=-20

L(BE) = (25 +34) — (40 + 48) =-29

L(BF)=(25+85)—(@45+60)=5

L(BC)=(25+80)— (80 +25)=0

L(DE)=(8 +34)— (35 + 62) =-55

L(DF)=(8 +85)—- (48 +47)=-2

L(DC) = (8 +80) — (60 + 36) =8

L(EF) = (26 + 85) — (62 + 50) = -1

L(EC)=(26 + 80) — (47 +40) =19

L(FC)=(34 +80)— (50 +45)=19

Lathato, hogy az inverzios szamitasok eredményeként pozitiv, negativ vagy
nulla értékeket kaphatunk. Azonban csak azoknak a relacioknak a felcserélése
javitja a programot, amelyekre pozitiv értékeket kaptunk. Nulla inverzioju
viszonylat megforditasa esetén a korat hossza nem valtozik, csak a korbe-
jaras sorrendje modosul.

A pozitiv eredményt add inverziok koziil azt a relaciot cseréljiik fel
a programban, ahol az inverzio a legnagyobb pozitiv érték. Tobb ilyen érték
esetén tetszoleges a valasztas. Példankban a legnagyobb pozitiv érték 160.
Ez azonban az AC viszonylathoz tartozo inverzid, amelynek megforditasa
valdjaban a teljes korat megforditasat jelentené, azaz a hosszat nem valtoz-
tatna meg, csak a bejarasi sorrend lenne pont ellentétes. Ezt az inverziot
tehat a szamitasok soran sosem vessziik figyelembe.

A kovetkezd legnagyobb érték, 19, négy relacional is megtalalhato:
AD, AE, EC, FC. A valasztas tetszOleges. Valasszuk az AE relaciot. A rela-
cio felcserélésével a kozottik levé allomasok iranya megfordul, vagyis
a kiindul6 ABDEFC(A) korat ABDE utvonalrésze helyett EDBA-t irunk
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a korutba: EDBAFC. Mivel a korut ciklikusan permutalhatd, az ,,utols6
elére fuss” elven gy rendezziik, hogy az A allomas legyen a kiinduldpont:
CEDBAF, FCEDBA, AFCEDB(A). A fenti viszonylat felcserélésével kapott
uj korut hossza:

AF, FC, CE, ED, DB, BA

45+ 85+ 50 +26 + 8 + 25 =239 km.

Ha megvizsgaljuk az 0j korut hosszat, lathatjuk, hogy az az indul6 korut-
hoz viszonyitva (258 km) pontosan a kivalasztott AE relacid inverziojanak
értékével, 19-cel csokkent.

Azonban nem biztos, hogy az uj kérat kvazioptimalis. Ujbél el kell
végezni az inverzios vizsgalatot az 0j korutnak megfelelden modositott
matrix alapjan (5.16. tablazat).

5.16. tablazat

25 48 60 35 8 0
A 45 80 40 36 25 0

45 F 85 34 62 48 45
80 85 C 50 47 60 80
40 34 50 |2 26 35 40
36 62 47 26 D 8 36
25 48 60 35 8 B 25

Ha az inverziok k6zott ismét lesz pozitiv, akkor a program javitasat az ismer-
tetett modszerrel folytatni kell. Mindaddig javitjuk a programot, amig sehol
sem kapunk pozitiv eredményi inverziot. Ebben az esetben kvazioptimalis
eredményhez jutottunk. Az 5.16. tablazathoz tartozé inverziok:

L(AF) =25+ 85) — (48 + 80)=-18

L(AC) = (25 + 50) — (60 + 40) =25

L(AE)= (25 +26) — (36 + 36) =20

L(AD)=(25+8) - (8 +25)=0

L(AB)=(25+25)-(0+0)=50

L(FC)= (45 +40)— (80 + 34)=-29

L(FE) = (45 +26) — (40 + 62) =31

L(FD) = (45 + 8) — (36 + 48) =-31

L(FB)=(45+25)—-(25+45)=0

L(CE)= (85 +26)— (34 + 47) =30

L(CD) = (85 + 8) — (62 + 60) =29
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L(CB) = (85 + 25) — (48 + 80) = 18
L(ED) = (50 + 8) — (47 + 35) = 24

L(EB) = (50 + 25) — (60 + 40) = 25
L(DB) = (26 + 25) — (35 + 36) =20

Az AB szakasz invertalasa csak a korat iranyat forditja meg, de a CE sza-
kasz invertalasa valos pozitiv eredményt ad. Ezen viszonylat felcserélésével
az 0j korat a kovetkez6: AFECDB(A), amelynek hossza az egyes elemi
viszonylatok 6sszegeként adodik:

AF, FE, EC, CD, DB, BA

45+ 34 + 50 + 47 + 8 + 25 =209 km.

Még most sem biztos, hogy elérkeztiink a jo megoldashoz. Ismételten el
kell végezni az inverzids vizsgalatot az uj koratnak megfeleléen modositott
matrix segitségével (5.17. tablazat).

5.17. tablazat

25 48 35 60 8 0
A 45 40 80 36 25 0
45 F 34 85 62 48 45
40 35 E 50 26 35 40
80 85 50 C 47 60 80
36 62 26 47 D 8 36
25 48 35 60 8 B 25

Az inverzidk értékei:

L(AF) =-29
L(AE) = -40
L(AC) =24
L(AD)=0
L(AB) = 50
L(FE) = -30
L(FC) =-50
L(FD) = -31
L(FB) =0
L(EC) =61
L(ED) =-55

L(EB) =29
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L(CD) =28
L(CB) =-40
L(DB) = 24

Mint lathatjuk, az AB viszonylat, a korut teljes megforditasa kivételével
sehol sem kaptunk pozitiv eredményt. Tovabbi javitasra tehat nincs sziik-
ség, elértiikk a bemutatott modszerrel elérhetd legjobb eredményt. Kisebb
feladatoknal gyakran az optimalis korutat is megkaphatjuk, nagyobb fel-
adatoknal (50 koriili allomasszamnal) kb. 4-5%-o0s pontossagt eredményt
ad a modszer.

5.3. Megoldas magyar modszerrel

A korutazasi probléma azonban felfoghato egy specialis hozzarendelési
feladatként is: minden varos ,,kibocsatohely” is és ,,fogadohely” is, de csak
pontosan egy masik varos, mint ,,fogadohely”, illetve ,,kibocsatohely” sza-
mara. Ez a klasszikus hozzarendelési feladat jelolésével megfogalmazva azt
jelenti, hogy a kibocsatohelyek megegyeznek a fogadohelyekkel: K, = F..
Igy tekintve a feladatot az megoldhato a magyar médszerrel. Nézziik ezt
meg egy példan keresztiil.

Legyen adott a koltségmatrix az 5.18. tablazat szerinti kilométerér-
tékekkel.

5.18. tablazat

A B C D 13
A A 12 8 17 9 1
B 13 B 8 1 13 1
C 3 1 (© 19 15 1
D 17 2 1 D 2 1
13 13 13 6 9 E 1
1 1 1 1 1

Redukaljuk a matrixunkat sorok, majd oszlopok szerint (5.19. és 5.20. tab-
lazat, az azonosan 1 kapacitast, illetve igényt elhagytuk):
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5.19. tablazat

A B C D E
A A 4 0 9 1
B 12 B 7 0 12
C 2 0 C 18 4
D 16 1 0 D 1
E 7 7 0 3 E
Qi
5.20. tablazat
A B C D E
A A 4 0 9 0
B 10 B 7 0 11
C 0 0 C 18 13
D 14 1 0 D 0
E 5 7 0 3 E
Vi 2 0 0 0 1 >

HO\)—"—"—‘OOS

3

A 3.1. alfejezetben tanult mdédon programozva a masodik és az 6todik sor-
ban van szabad nulla (c,, €s c,), majd oszloponként programozva az els6
¢s az 6todik oszlopban van szabad nulla (c,, és ¢, ). Az indulé program

az 5.21. tablazatban lathato.

5.21. tablazat

A B C D E
Al Aa 4 o 9 [0
B| 10 B 7 [0] 11
clfo] ¢ ¢C 18 13
D | 14 1 6 D o
E | 5 7 [0o] 3 E

Mivel minden szabad nullara programoztunk, de csak négy kotott elemiink
van 0t helyett, javitanunk kell az indul6é programunkat. A negyedik sort
¢és a masodik oszlopot nem vontuk be a programba, ezért ezen sor és oszlop
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nulla elemeire mer6legesen huzunk fedévonalakat, azaz a harmadik és az 6t6-
dik oszlopot, valamint a harmadik sort fedjiik le. Ekkor azonban a c,, nulla
elemet még nem fedtiik le. Az erre huzott fedévonal lehet fiiggbleges is,
vizszintes is, mivel egyik modon sem metszi két feddvonal kotott elemen
egymast. Valasszuk most a vizszintest, azaz fedjiik le a masodik sort. Az igy
kapott fedévonalrendszer az 5.22. tablazatban lathato.

5.22. tablazat

A B © D 1
A A 4 9
B
€
D 14 1 D
5 5 7 3

A legkisebb le nem fedett elem a c,,, azaz ¢, = 1. Javitsuk a matrixunkat
a 3.2. alfejezetben megismert modon az e-transzformacioval. A javitott mat-
rix az 5.23. tablazatban lathato.

5.23. tablazat

| A B C D E
AlA 3 0 8 0
B|1o B 8 0 12
clo o C 18 14
D|[13 0 0 D 0
E| 4 6 0 2 E

Programozzunk ismét soronként, illetve oszloponként: a c,, és a c;, majd
ac,,c,, €s c elemekre valo programozas utan ot kotott elemet kapunk
(5.24. tablazat).

5.24. tablazat

| A B C D E
A| A 3 0 8 [o]
B| 10 B 8 [o] 12
C 6 C 18 14
D|13 [0] o D o
E | 4 6 [0] 2 E
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Azt gondolhatnank, hogy ezzel meg is oldottuk a feladatot. Ha ez valoban
egy hozzarendelési feladat lenne, ez igaz is lenne. Azonban itt egy korutazasi
problémaval van dolgunk, ahol van egy eddig ki nem mondott plusz felté-
teliink is: minden varost meg kell latogatni. Vizsgaljuk meg tehat a kapott
korutat, hogy megfelel-e ennek a feltételnek. Az A varosbol kiindulva a kor-
utunk: A-E—C—A, azaz a B és a D varosokat nem érintve érkeztiink vissza
a kiindulo6 varosba. Valojaban tehat két kisebb, fiiggetlen korutat kaptunk
(a masik korat a B-D-B ut).

Mivel 6t-6t sorunk és oszlopunk és 6t kotott elemiink van, a Kénig—
Egervary-tétel alapjan a tablazatunkat javitani az ismert moédon nem tudjuk.
A probléma feloldasa az, ami a hozzarendelési problémanal nem volt megen-
gedett: nem csak nulla elemekre fogunk programozni. Bevonjuk a kdvetkezo
legkisebb elemet, jelen esetben a 2-est, és minden tekintetben tigy kezeljiik,
mintha 0 lenne. El8szor erre a 2-es szdmra, a ¢, , elemre programozunk, hogy
biztosan kotott elem legyen, és nehogy egy 0-ra programozasnal athuizzuk,
ezzel egyidejlileg pedig a c,, €s a ¢, elemeket athuzzuk, mivel az 6todik
sort és a negyedik oszlopot ezzel mar elprogramoztuk.

Ezutan a szokott modon programozunk soronként és oszloponként
ac,,ac, ¢ésac,elemekre (5.25. tablazat). Ha lenne még 2-es érték a tab-
lazatban, arra is programozhatnank, illetve ugyantgy at kellene huznunk,
mintha nulla lenne, de ez itt most nem all fenn.

5.25. tablazat

A B C D E
Al A 3 o] 8 )
B |10 B 8 6 12
c|[o] o C 18 14
D| 13 [0] o D o
E | 4 6 0 E

Igy azonban megint csak négy kotott elemet kaptunk, ezért bevonjuk a kovet-
kez0 legkisebb elemet is, a 3-at. El0szor erre, a ¢, elemre programozunk,
¢és a merdleges sorban ¢s oszlopban szerepld, legfeljebb 3 értékii elemeket
(€13 €15 Cyy» €,p) Gthuzzuk. Ezutdn elvégezziik a programozast: c,, (c,,-et
athuizzuk, hiszen a legfeljebb harom értékii elemeket is ugy kezeljiik, mint
anulldkat), ¢, , ¢, (c,,-at athuzzuk), ¢ .. A programozas eredménye az 5.26.
tablazatban lathato.
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5.26. tablazat

E
9
12

14
[0]
E

oo ® www
W T 5[] | T

[o]le 0 » o|a

A
A
10
[0]
13
4

moaQw >

Kaptunk 6t kotott elemet, ezért leellendrizziik, hogy az A varosbol kiindulo
ut valéban érinti-e az dsszes tobbi varost: A—-B—D—-E—C—A. Most minden
varost korbejarunk, tehat megtalaltuk az optimalis korutat. Hatarozzuk
még meg a hosszat az 5.18. tablazat tavolsagértékei alapjan: 12 + 1 + 2 +
6 +3=24km.



6. Legrovidebbut-keresés

Gyakran eldfordul, hogy nem tobb kibocsatohelyrdl tobb fogadohelyre tor-
ténd szallitast kell megtervezni, hanem két pont kdzott kell a legrovidebb
utat megkeresni. A ,,legrovidebb” itt nem csak tavolsagot jelenthet, annal
bévebb jelentést hordoz: lehet sz6 idoben leggyorsabb, legkisebb koltségii,
legkevesebb szintvonalatlépést vagy legkevesebb repiilés kdzbeni leszallast
igényld utvonalrol.

A halézatot, amelyben két adott pont kozott keressiik az (ebben a tagabb
értelemben vett) legrovidebb utat, altalaban egy graffal szoktuk modellezni.
Egy graf csticsok €s az ezeket 0sszekotd élek halmaza. A csucsok lehetnek
varosok, megallok, repiiléterck vagy egyszeriien foldrajzi pontok, az ¢lek
pedig az ezeket 0sszekotd lehetséges utak. Egy varos utcahalozatat lehet
példaul egy olyan graffal jellemezni, amelyben az egyes keresztez6dések
a csucspontok, a koztiik levo utcak pedig az élek. Ezek az élek lehetnek
iranyitatlanok, amikor mindkét iranyban lehet az utcaban kozlekedni, vagy
iranyitottak, egyiranyu utcak esetében, amikor az egyik iranybdl a forga-
lom tiltott.

Az egyes csomdpontok kozotti utcaszakaszok azonban (ennél a pél-
danal maradva) eltér6 hosszisaguak. Ezért minden élhez hozzarendeliink
egy ugynevezett sulyt, amely jelen esetben az utca hosszat jelenti. Ez a stly
természetesen a megoldando problématol fiiggden lehet menetidd, izemanyag-
fogyasztas, szintemelkedés vagy akar egy komfortot jellemz6 szamérték is.
Azilyen, sulyozott éleket (is) tartalmazé grafot sulyozott grafnak nevezziik.

A legrovidebbut-keresés célja megtalalni két pont kozott azt az utat,
amelyik esetében a bejart élekhez tartozod stlyok 6sszege minimalis.

Ennek a problémanak a megoldasara két modszert mutatunk be, amelyek
a legelterjedtebbek a gyakorlati alkalmazas teriiletén. Az els6 modszer csak
pozitiv stly éleket tartalmazo grafra, a masodik negativ éleket tartalmazora
(mivel példaul regenerativ fékezésli jarmii lejton lefele gurulva a halozatba
visszataplalhaté aramot tud termelni, ezért ezen a szakaszon a fogyasztasa
negativ) is alkalmazhato.
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6.1. A Dijkstra-algoritmus

Adott egy csak pozitiv stulyt éleket tartalmazo graf. Keressiik meg benne
egy adott kiindulasi és egy adott érkezési pont kdzott a legrovidebb utat.
A problémat 1956-ban oldotta meg Edsger Wybe Dijkstra (1930-2002)
holland matematikus, de csak 1959-ben publikalta azt.'" Ilyen tipust grafok-
ban ma is ennek, illetve az eredeti algoritmus egy modositott valtozatanak
a hasznalata a legelterjedtebb, amely a kiindulasi cstcs és az 6sszes tobbi
cstics kozotti legrovidebb utat megadja. A modszert egy konkrét példan
mutatjuk be.

Adott tehat a 6.1. abran lathato graf, amelyben keressiik meg az A cstcs
¢és a tobbi csucs kozotti legrovidebb utakat.

6.1. abra

Ennek meghatarozasahoz egy tablazatot vezetiink az egyes cstiicsok A-tol
vald tavolsagardl, amely kezdetben csak A-ra tartalmaz 0 értéket (mivel
ott vagyunk), minden masik cstcsra végtelen a tavolsag, hiszen még nem
kezdtiik el a szamolast (6.1. tablazat). Az algoritmus soran végiglatogatjuk
a graf 6sszes cstcsat A-tol indulva Gigy, hogy mindig a legkdzelebbi csticsba
megyink, és minden cstcsot csak egyszer latogatunk meg. Minden 1épés-
ben meghatarozzuk, hogy az adott csucs szomszédai milyen hosszisagu
uton érhetdek el, és ha ez az érték kisebb, mint a csucsokra a tablazatban
szerepld érték, akkor frissitjiik a tablazatot.

4 DuksTRA, Edsger Wybe (1959): A Note on Two Problems in Connexion with Graphs.
Numerische Mathematik, Vol. 1. No. 1. 269-271.
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Induljunk el tehat az A cstcsbdl. Innen a B, C, E csucsok érhetoek el,
tavolsaguk rendre 4, 3 és 7. Ezek mind kisebbek, mint végtelen, frissitsiik
tehat a tablazatunkat. A D, F, G csucsok nem érhetek el az A csucsbol
kozvetleniil, vagyis tole vett tavolsaguk végtelen. Ez nem kisebb a tabla-
zatban szerepl6 értéknél, ezért ezeket valtozatlanul hagyjuk. Az els6 1épés
frissitései utan a 6.2. tablazatot kapjuk. Az A cstcsot megjeloljiik, hogy
mar meglatogattuk.

6.1. tablazat 6.2. tablazat
A 0 AV 0
B o B 4
C o0 C 3
D o0 D I
E 0 E 7
F 0 F 0
G 0 G 0

A még meg nem latogatott csticsok koziil a legkisebb tavolsagra a C csucs
van, ide megytlink a kdvetkez6 1épésben. A C csucsbol elérhetdek az A, B, D,
E csucsok, tavolsaguk rendre 3, 6, 11, 8. Ehhez az értékhez azonban hozza
kell adni az AC tavolsagot (3), ugyanis ezen az uton jutottunk el ide, ahonnan
tovabbmegyiink. igy az elérhetd csticsok tavolsagai 6, 9, 14, 11. Mivel az A,
aBésaz Ecstcsra6>0,9 >4 ¢és 8> 7, azaz ezek a csucsok a C csticson
keresztiil hosszabb uton érhetbek el, mint kozvetlenil az A cstcsbol, ezért
a sorukat nem frissitjiik a tablazatban. A D cstcsra azonban 14 < oo, igy itt
az 0j értéket irjuk be. Az F és a G cstics tovabbra is elérhetetlen, tavolsaguk
marad oo. A C csucsot megjeloljiik, hogy mar meglatogattuk (6.3. tablazat).

Az A-hoz legkdzelebbi meg nem latogatott csucs a B cstics. Innenaz A,
C, D cstcsok érhetbek el, tavolsaguk rendre 4, 6, 5. Ehhez hozzaadva a B-be
jutashoz sziikséges utat (4), kapjuk: 8, 10, 9. Mivel az A és a C csucsra 8 >0
és 6 > 3, ezeket az értékeket nem frissitjiik. A D cslicsra azonban 9 < 14,
igy a kisebb értéket irjuk a tablazatba. Az E, F és a G csticsok elérhetetlenek
a B-bdl, tavolsaguk valtozatlan marad. A B csucsot megjeloljiik, hogy mar
meglatogattuk (6.4. tablazat).
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6.3. tablazat 6.4. tablazat
AV 0 AV 0
B 4 BY 4
cv 3 cv 3
D 14 D 9
E 7 E 7
F 0 F 0
G 0 G 0

Az A-hoz legkdzelebbi meg nem latogatott cstics az E csucs. Innen az A,
C, D, F csucsok érhetdk el, tavolsagaik rendre 7, 8, 2, 5. Ezekhez hozza-
adva az E csucsba jutashoz sziikséges utat (7), az egyes csucsokra kapjuk:
Al14>0,C15>3,D17>9, F 12 <o, azaz csak az F csucs értékét kell
frissiteni. A B és a G csucsok elérhetetlenck az E-bdl, tavolsaguk valtozatlan
marad. Az E cstcsot megjeldljiik, hogy mar meglatogattuk (6.5. tablazat).

Az A-hoz legkdzelebbi meg nem latogatott cstcs a D csucs. Innen a B,
C, E, F, G csucsok érhetbek el, tavolsaguk rendre 5, 11, 2, 10 és 2. Ezekkel
az ¢értékekkel megnovelve a D cstics A-tol valo tavolsagat (9), kapjuk: 14, 20,
11, 19, 11. Ezek koziil csak az utolsd, az F csticsra vonatkozo érték kisebb
a tablazatban szerepld értéknél, ezért csak azt frissitjiikk (az A cstcs el sem
érhetd D-bdl, ezért az is valtozatlan marad). A D csticsot megjeldljiik, hogy
mar meglatogattuk (6.6. tablazat).

6.5. tablazat 6.6. tablazat
AV 0 AV 0
BVY 4 BY 4
CcCv 3 cv 3
D 9 DV 9
EV 7 EV 7
F 12 F 12
G 0 G 11

Az A-hoz legkozelebbi, meg nem latogatott csucs a G cstlics. Innen a D
és az F csucsok érhetdk el, tavolsaguk rendre 2 és 3. Az AG tavolsaghoz (11)
hozzaadva ezeket az értékeket 13-at és 14-et kapunk, amelyek nagyobbak
a D és az F csucsra a tablazatban szerepld értéknél, ezért az nem valtozik.
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Hasonldan az utolso, az F csucsot meglatogatva sem csokken egyik érték
sem. Ezzel az algoritmus végére értiink. A 6.7. tablazatban egymas mellett
lathatjuk a 6.2.—6.6. tablazatokban szerepl6 értékeket. Innen az egyes utvo-
nalakat tudjuk meghatarozni: amelyik Iépésben a végso, legkisebb értékére
csokkent az adott csucs tavolsaga, oda abbdl a csucsbdl jutottunk, amelyik
az oszlop fejlécében szerepel.

6.7. tablazat

A C B E D
A 0 0 0 0 0
B 4 4 4 4 4
C 3 3 3 3 3
D o0 14 9 9 9
E 7 7 7 7 7
F 0 0 0 12 12
G 0 © 0 0 11

Ez a kovetkez6t jelenti. Az A cstics Gnmagatdl vett tavolsaga nulla.

Az els6 oszlopban, vagyis az A csticsbol éri el minimalis értékét a B,
a C és az E csucs tavolsaga, vagyis ezek kozvetleniil az A csticsbol érhetdk
el a legrovidebb uton: AB, AC, AE.

A D cstics A csucstol vett tavolsaga a harmadik, azaz a B csticshoz
tartozo6 oszlopban éri el minimumat: BD. De a B csucsba is el kellett vala-
hogy jutni. Ez a legrovidebb uton kozvetleniil az A csticsbdl lehetséges,
ahogy az imént lattuk: AB+BD — ABD.

AzF ésaG csucs tavolsaga a negyedik, illetve az 6tddik oszlopban lesz
minimalis, vagyis ezek az E és a D csucsbol érhetdk el a legrovidebb uton,
vagyis az EF és a DG ut része az A csucs és ezen csucsok kozti legrovidebb
utnak. De még az eddig meghatarozott legrovidebb utak alapjan ezeket is
vissza kell vezetni az A csticsba: AE+EF — AEF és ABD+DG — ADBG.

Osszefoglalva tehat:

A: 0 AB:4 AC:3 ABD:9 AE:7 AEF:12 ABDG: 11

A legrovidebb utakat a 6.2. dbra mutatja.
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6.2. abra

A fentebb elmondottak iranyitott grafokra ugyanagy érvényesek, egysze-
riien némely csticsbol kevesebb masik cstics lesz elérhetd, de az elv azonos.

6.2. A Bellman—Ford-algoritmus

Lehetséges azonban negativ stlyu éleket is tartalmazé graf. Ezekre
a Dijkstra-algoritmus nem hasznalhatd, megoldasukra 1956-ban dolgoz-
tak ki Lester Randolph Ford, Jr. (1927-2017)," téle fiiggetleniil 1958-ban
Richard Ernest Bellman (1920-1985)!¢ és mindkett6jiikt6l fiiggetlentil
1959-ben Edward Forrest Moore (1925-2003)"7 amerikai matematikusok
a végiil az els6 két felfedez6jérodl elnevezett Bellman—Ford-algoritmust.

Ennél a modszernél csak az a kitétel, hogy negativ sulyt kor ne legyen
a grafban, azaz ne Iétezzen benne olyan zart at, amelyen krbemenve az élek
Osszsulya negativ lenne. Ekkor ugyanis egyszer eljutva ezen korat egyik
csucsaba barmely Ut értékét tetszélegesen nagy negativ szamma tehetnénk.

Legyen adott a 6.3. abran lathato iranyitott stlyozott graf. Keressiik
meg a legrovidebb utakat S-bél a tobbi csucsba.

5 Forp, Lester R. Jr. (1956): Network Flow Theory. Santa Monica, California, Rand
Corporation.

16 BELLMAN, Richard (1958): On a Routing Problem. Quarterly of Applied Mathematics,
Vol. 16. No. 1. 87-90.

7 MoorE, Edward F. (1959): The shortest path through a maze. Proc. Internat. Sympos.
Switching Theory 1957, Part II. Cambridge, Mass., Harvard Univ. Press. 285-292.
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6.3. abra

A Bellman—Ford-algoritmus egy iterativ algoritmus, azaz lépésenként
kozelitve, iteralva jutunk el a megoldashoz. Az iteraciok szama legfeljebb
a csticsok szama minusz egy. EI6bb is eljuthatunk az optimumig, de tobb
iteraciora biztosan nincs sziikség. Esetiinkben tehat legfeljebb 6t iteraciora
lesz sziikség.

Kezdetben minden csucs S-t6l vett tavolsaga végtelen, csak S 6nmagatol
vett tavolsaga nulla (6.8. tablazat).

6.8. tablazat

S 0
A 0
B 0
C 0
D 0
E 0

Elso iteracio

Végignézziik, hogy az S csticsbol a tobbi csucs milyen hosszusagu Gton érhetd
el. Ha ez az érték kisebb, mint a tablazatban szerepld, frissitjiik a tablazatot.
Ezutan sorban végignézziik az A, B, C, D ¢és E cstcsokra is, hogy a tobbi
csucs milyen hossztsagu aton érhet6 el: hozzaadjuk az Gtszakasz hosszat
a vizsgalt kiinduldcsucs tablazatban szerepld értékéhez, és ha ez kisebb,
mint ami a tablazatban szerepel, frissitjiikk az értéket.

Az S csticsbdl az A és az E csucs érhetd el végtelennél révidebb tton
(azaz ezek érhetdek el kozvetleniil), 10, illetve 8 egységnyi hosszusagu tton.
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Az A cstcsbol csak a C csucs érhetd el, az AC tavolsag 2. Ezt hoz-
zdadva az SA tavolsag aktualis értékéhez, 10-hez, az SC tavolsagra 12-t
kapunk, ezzel frissitjiik a tablazatot, mivel ez kisebb érték, mint a jelenleg
a tablazatban szerepld SA tavolsag.

A B cstics S-t6l vett tavolsaga jelenleg végtelen, ezért ezt kihagyjuk.

A C csucsbol csak a B cstics érhet6 el, a CB tavolsag —2. Ezt hozzaadva
az SC tavolsag aktualis értékéhez, 12-h6z, az SB tavolsagra 10-et kapunk,
ezzel frissitjiik a tablazatot.

A D csucs S-t6l vett tavolsaga jelenleg végtelen, ezért ezt is kihagyjuk
most.

AzE csucsbol csak a D cstics érhetd el, az ED tavolsag 1. Ezt hozzaadva
az SE tavolsag aktualis értékéhez, 8-hoz, az SD tavolsagra 9-et kapunk,
ezzel frissitjiik a tablazatot.

Ezzel vége az elsé iteracionak, a kapott eredmények a 6.9. tablazat-
ban lathatoak.

6.9. tablazat

S-b8l | A-bol |B-b8l |C-bdl |D-bdl |E-bél
S 0 0 p 0 p 0
A 10 10 = 10 B 10
B © | o & [ 10 & | 10
C 0 12 :54 12 :54 12
D o0 0 g 0 g 9
E 8 8 8 8

Masodik iteracio

Az el6z6 tablazat utolsd oszlopabdl indulunk ki, és ismét végignézziik
az 0sszes csucsra, hogy mi érhetd el onnan, és milyen hosszu Gton.

Az S cstcsbol az A és az E csucs érhetd el 10, illetve 8 egységnyi hosz-
szusagu uton, ezek az értékek megegyeznek a tablazatban szerepl6 értékkel,
ezért nem frissitjiik azokat (az SS tavolsag 0).

Az A cstcsbol csak a C cstcs érhetd el, az AC tavolsag 2. Ezt hozzaadva
az SA tavolsag aktualis értékéhez, 10-hez, az SC tavolsagra 12-t kapunk,
ez azonos a tablazatban szerepld értékkel, ezért nem frissitjiik a tablazatot.
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A B csucsbol csak az A cstcs érhetd el, a BA tavolsag 1. Ezt hozzaadva
az SB tavolsag aktualis értékéhez, 10-hez, az SA tavolsagra 11-et kapunk,
de ez nagyobb, mint a tablazatban talalhato érték, ezért nem frissitjiik azt.

A C csucsbol csak a B cstics érhet6 el, a CB tavolsag —2. Ezt hozzaadva
az SC tavolsag aktualis értékéhez, 12-h6z, az SB tavolsagra 10-et kapunk,
ez azonos a tablazatban szerepld értékkel, ezért nem frissitjiik a tablazatot.

A D csucsbol az A és a C csucsok érhetdk el, a DA tavolsag —4, a DC
tavolsag —1. Ezeket hozzaadva az SD tavolsag aktualis értékéhez, 9-hez,
az SA tavolsagra 5-6t, az SC tavolsagra 8-at kapunk. Mivel mindkettd
kisebb a tablazatban szerepld értéknél, ezért frissitjiik azt.

AzE csucsbol csak a D cstics érhetd el, az ED tavolsag 1. Ezt hozzaadva
az SE tavolsag aktualis értékéhez, 8-hoz, az SD tavolsagra 9-et kapunk,
ez azonos a tablazatban szerepld értékkel, ezért nem frissitjiik a tablazatot.

Ezzel vége a masodik iteracionak, a kapott eredmények a 6.10. tabla-
zatban lathatoak.

6.10. tablazat
S-bél | A-bdl |B-bél | C-bdl | D-bél | E-bél

S 0 0 0 0 0 0
A 10 10 10 10 5 5
B 10 10 10 10 10 10
€ 12 12 12 12 8 8
D 9 9 9 9 9 9
E 8 8 8 8 8 8

Harmadik iteracio

Ismét az el6z6, a 6.10. tablazat utolsd oszlopabdl indulunk ki, és ismét
egyesével megvizsgaljuk a csucsokat.

Az S cstcsbol az A és az E csucs érhetd el 10, illetve 8 egységnyi hosz-
szusagu uton, ezek az értékek megegyeznek a tablazatban szerepl6 értékkel.

Az A cstcsbol csak a C cstcs érhetd el, az AC tavolsag 2. Ezt hozzaadva
az SA tavolsag aktualis értékéhez, 5-hoz, az SC tavolsagra 7-et kapunk,
ami kisebb a tablazatban szerepld értéknél, ezért frissitjiik a tablazatot.

A B csucsbol csak az A cstcs érhetd el, a BA tavolsag 1. Ezt hozzaadva
az SB tavolsag aktualis értékéhez, 10-hez, az SA tavolsagra 11-et kapunk,
de ez nagyobb, mint a tablazatban talalhaté érték, ezért nem frissitjiik azt.
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A C csucsbol csak a B cstics érhet6 el, a CB tavolsag —2. Ezt hozzaadva
az SC tavolsag aktualis értékéhez, 7-hez, az SB tavolsagra 5-6t kapunk,
ami kisebb a tablazatban szerepl6 értéknél, ezért frissitjiik a tablazatot.

A D csucsbol az A és a C csucsok érhetdk el, a DA tavolsag —4, a DC
tavolsag —1. Ezeket hozzaadva az SD tavolsag aktualis értékéhez, 9-hez,
az SA tavolsagra 5-6t, az SC tavolsagra 8-at kapunk. Az SC-re kapott tavol-
sag nagyobb a tablazatban szerepl6 értéknél, az SA-ra kapott pedig azonos
vele, ezért egyiket sem frissitjiik.

AzE csucsbol csak a D cstics érhetd el, az ED tavolsag 1. Ezt hozzaadva
az SE tavolsag aktualis értékéhez, 8-hoz, az SD tavolsagra 9-et kapunk,
ez azonos a tablazatban szerepld értékkel, ezért nem frissitjiik a tablazatot.

Ezzel vége a harmadik iteracionak, a kapott eredmények a 6.11. tab-
lazatban lathatoak.

6.11. tablazat

S-bdl | A-b6l |B-bél | C-bdl |D-bdl | E-bél
S 0 0 0 0 0 0
A 5 5 5 5 5 5
B 10 10 10 5 5 5
C 8 7 7 7 7 7
D 9 9 9 9 9 9
E 8 8 8 8 8 8
Negyedik iterdcio

Kiindulva a 6.11. tablazat utolso oszlopabdl ismét megnézziik, hogy az egyes
csticsokbol hova mekkora aton lehet eljutni.

Az S csucsbol az A és az E csucs érhet6 el 10, illetve 8 egységnyi hosz-
szusagu uton, ezek az értékek megegyeznek a tablazatban szerepl6 értékkel.

Az A csucsbol csak a C cstcs érhetd el, az AC tavolsag 2. Ezt hozzaadva
az SA tavolsag aktualis értékéhez, 5-hoz, az SC tavolsagra 7-et kapunk,
ami azonos a tablazatban szerepl6 értékkel.

A B csucsbol csak az A cstcs érhetd el, a BA tavolsag 1. Ezt hozzaadva
az SB tavolsag aktualis értékéhez, 5-hoz, az SA tavolsagra 6-ot kapunk, de
ez nagyobb, mint a tablazatban talalhaté érték.
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A C csucsbol csak a B cstics érhet6 el, a CB tavolsag —2. Ezt hozzaadva
az SC tavolsag aktualis értékéhez, 7-hez, az SB tavolsagra 5-6t kapunk,
ami azonos a tablazatban szerepl6 értékkel.

A D csticsbdl az A és a C cstcsok érhetbek el, a DA tavolsag —4,a DC
tavolsag —1. Ezeket hozzaadva az SD tavolsag aktualis értékéhez, 9-hez,
az SA tavolsagra 5-6t, az SC tavolsagra 8-at kapunk. Az SC-re kapott tavolsag
nagyobb a tablazatban szerepld értéknél, az SA-ra kapott pedig azonos vele.

AzE csucsbol csak a D cstics érhetd el, az ED tavolsag 1. Ezt hozzaadva
az SE tavolsag aktualis értékéhez, 8-hoz, az SD tavolsagra 9-et kapunk,
ez azonos a tablazatban szerepld értékkel.

Ezzel vége a negyedik iteracionak. Az iteracid soran a tablazatban
szerepld értékek nem valtoztak, ezért az algoritmus végére értiink. Jelen
esetben nem volt mar sziikség az 6todik iteracio elvégzésére, de ha sziikség
lett volna ra, mert a negyedik iteracio soran valtoztak volna még a tabla-
zatban szerepl6 értékek, s6t, még ha az 6todik iteracié soran is valtoztak
volna, az 6todik iteracid végére akkor is biztosan az optimalis megoldast
kaptuk volna meg.

Végignézve az egyes iteraciok tablazatait visszafelé haladva és meg-
keresve, hogy az egyes csucsok ttjai melyik csticsbol kiindulva érték el
a minimalis értékiiket, meghatarozhatjuk a konkrét tvonalakat. Csak egy
konkrét példara, az A cslicsra megnézve: a tavolsaga az S cstcstol 5. Ezt
a masodik iteracid soran a D cstcsbol kiindulva érte el. Az AD ttvonal-
részlet tehat biztos. A D cstcs tavolsaga az elsé iteracio soran az E csucs-
bodl kiindulva lett minimalis, azaz az ED utvonalrészlet, igy az EDA ut
is biztosan része az SA tutnak. Az E csucs tavolsaga az S csticstdl az els6
iteracid soran az S cstcsbdl kiindulva lett minimalis. Vagyis az SE ut is
biztosan része a legrovidebb SA utnak, de az SE és az EDA utrészleteket
Osszeillesztve meg is kapjuk a pontos SA utat: SEDA.

Ezt minden cstcsra el kell végezni. A legrovidebb utak a kovetkez6-
képpen alakulnak (grafikusan a 6.4. abra mutatja 6ket):

SEDA 5
SEDACB 5
SEDAC 7
SED 9
SE 8



120 DONTESELOKESZITESI MODSZEREK

2
8 4 2
O—0 ©
6.4. abra

A Dijkstra-algoritmushoz hasonléan a Bellman—Ford-algoritmus is miko-
dik iranyitatlan grafokra is, igaz, akkor tobb lehetséges viszonylatot kell
megvizsgalni az egyes csucsok esetében.



7. Halotervezés

A tudomanyos kutatas ¢és fejlesztés volumenének jelentds boviilése és bonyo-
lultabba valasa, valamint a hataridok roviditésére és a fejlesztési koltségek
csokkentésére iranyuld torekvés sziikségessé tette olyan tervezési és ira-
nyitasi médszerek kidolgozasat, amelyek jobban igazodnak a tudomanyos
kutatas ¢s fejlesztés folyamatanak sajatossagaihoz.

Olyan moddszert kellett a tudomanynak létrehoznia, amely alkalmas
bonyolult rendszerek koordinalasara, tervezésére, ellendrzésére €s iranyi-
tasara. A kivant modszereknek nemcsak a kutatas és a fejlesztés idosziik-
ségletének és koltségfelhasznalasanak minél pontosabb felmérését, hanem
a meghataroz6 tényezok optimalizalasat is lehetévé kellett tennie a leg-
kedvezObb megoldas kivalasztasa érdekében.'

Az 1950-es években az USA-ban olyan mddszereket és rendszereket
hoztak létre, amelyek tigynevezett halodiagramok készitésén és felhasz-
nalasan alapulnak. Az els6 ilyen médszerek CPM" (Critical Path Method,
kritikus ut modszer) és PERT? (Program Evaluation and Review Technique,
program-feliilvizsgalati és -elemzési eljaras) elnevezéssel valtak ismertté.
A CPM-maddszert eldszor épitési munkak irdnyitasanal, a PERT-modszert
pedig hadaszati célu berendezések kifejlesztésénél probaltak ki.

E moddszerekhez szamitogépek alkalmazasa elvileg nem sziikséges.
A PERT tervezési rendszer kidolgozasara, amelyet legel6szor a Polaris atom-
tengeralattjaro-projektben hasznaltak, kb. 6tvenezer dollart forditottak. Ezen
az Osszegen beliil az algoritmusok és gépi feldolgozast célzd programok,
valamint azok alkalmazasa (gépi adatfeldolgozassal egyiitt) kb. hiiszezer
dollar, a modszer alkalmazasanak ellenOrzése tizenotezer dollar, a modszer

'8 ABRAMOV, Sz. A. — MARINCSEV, M. 1. — PoLjakov, P. D. (1966): Halodiagramos tervezési
és irdnyitasi modszerek. Budapest, Kozgazdasagi és Jogi Konyvkiado.

19 KELLEY, James E. Jr. — WALKER, Morgan R. (1959): Critical-Path Planning and Scheduling.
1959 Proceedings of the Eastern Joint Computer Conference. 160—173.

2 MarcoLm, D. G. — RoseBooM, J. H. — CLARK, C. E. — FAzAR, W. (1959): Application of
a Technique for Research and Development Program Evaluation. Operations Research,
Vol. 7. No. 5. 646—669.



122 DONTESELOKESZITESI MODSZEREK

altalanositasa tizenotezer dollar koltséggel jart. Azonban mar a fejlesztés
Uj tervezési és iranyitasi modszerével szerzett elsé alkalmazasi tapaszta-
latok is feliilmaltak a varakozasokat. A szakemberek véleménye szerint
csak a PERT bevezetésével sikeriilt a Polaris tengeralattjarok fejlesztési
idejét 2-3 évvel csokkenteni. Pedig a fejlesztési terv tizezernél tobb ese-
ményt tartalmazott, és hatezernél tobb cég vett részt a programban. A siker
kovetkeztében a PERT-rendszert egyre szélesebb korben kezdték bevezetni.

A halédiagramos modszereket elészor kétségteleniil hadicélok meg-
oldasara, a korszeri fegyverrendszerek létrehozasara alkalmaztak, az ott
megoldandd miiszaki problémak rendkiviili bonyolultsaga miatt. Néhany
év mulva azonban a halédiagramos modszereket mar polgari célokra is
alkalmazni kezdték, példaul bonyolult épiiletek tervezésénél és épitésé-
nél, hirkozlési vonalak épitésénél, uj gépek szerkesztésénél, Gj iizemek
¢és szamitokozpontok tervezésénél, iparvallalatok rekonstrukcidjanal vagy
uj termékek bevezetésénél.

7.1. A halédiagram szerkesztése
7.1.1. A hal6 elemei

A komplex termelési, kutatasi, szervezési vagy akar beruhazasi feladat
mindig tobb részfeladatbodl all. Egy-egy ilyen részfeladatot a haloban tevé-
kenységnek neveziink, amelyet egy kezd6 és egy befejez6 pont hatarol. Ezek
a pontok az események. A haloban a tevékenységet nyillal, a tevékenységet
hatarol6 eseményeket pedig korrel jeldljiik (7.1. abra).

esemény esemény

0 tevékenység a
()]
7.1. abra

Altalaban egy tevékenység befejezé eseménye egyben a kovetkezd, kap-
csolodo tevékenység induld eseménye is. Kivétel a halo elsé és utolso tevé-
kenysége, amelyeknél a megel6zo, illetve kovetkez6 tevékenység hianyzik.

A halo néha rendkiviil sok tevékenységbdl all, és ezért minden egyes tevé-
kenységet valamilyen modon jeldlni kell. A haldtervezésnél ezt az események
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sorszamozasaval oldjuk meg. A sorszamozasnal egy szabalyt kell szigortian
betartani: minden tevékenységnél az (i,j) szamozast Ggy kell végrehajtani,
hogy i <j, vagyis a tevékenységet jelz6 nyil a kisebb sorszamui eseménytol
a nagyobb sorszami esemény felé mutasson. A hald kezdé eseményének
altalaban a nulla sorszamot, mig a befejez6 eseménynek a hald legnagyobb
sorszamat adjuk. Ha egy haloban (n+1) esemény van, akkor a halo befejez6
pontjanak az n sorszamot kell kapnia.

A 7.1. abraban levo tevékenységet jelentd nyilat (a halo felépitése utan)
mar nem a tevékenység rovid leirasaval (példaul szerelés vagy szerkesztés
stb.) nevezziik meg, hanem a tevékenység kezd6 és befejezd eseményének
szdmaval.

E szabalyok alkalmazasara nézziik a kovetkezo példat. Egy halon beliil
az alabbi tevékenységek kovetkeznek sorrendben egymas utan:

a) csovek helyszinre szallitasa,

b) csévezetékek szerelése,

¢) nyomasproba.

Ezt a harom tevékenységet a 7.2. abran mutatjuk be.

(5 FEO L[ NED N T T
G o g Y

7.2. abra

A nyil alakjaval kapcsolatosan meg kell jegyezni: nem sziikséges, hogy
mindig egyenes legyen. Osszetettebb hdlonal gyakran elkeriilhetetlen, hogy
a nyilak iranyat megtorjiik, néha éppen ez biztositja az attekinthetdséget.

7.1.2. A halotervezés logikai szabalyai

A hal6 szerkesztésének alapvetd szabalya az, hogy a halok a végrehajtasrol
egyértelmil tajékoztatast adjanak. A feladatok végrehajtasanal tobb lehe-
toséggel kell szamolni:
» azegyes feladatok egymas utan hajthatok végre,
» azegyes tevékenységek befejezése utan egyszerre tobb tevékenység
kezdheté meg, ezek parhuzamosan folyhatnak.
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Ennek megfeleléen a halotervezésnél az Gsszes részfeladatot, résztevé-
kenységet igy kell dsszeilleszteni, ahogyan azok valoban egymas utan
kovetkeznek, vagy esetleg egymastol fiiggetleniil pArhuzamosan folynak.
A tevékenységeket valamilyen rendezdelv alapjan kell szétvalasztani, amely
egyértelmilen ravilagit az egyes tevékenységek kapcsolatara. Az alkalma-
zott rendezdelvek az alabbiak:

* technoldgiai rendezdelv,

* iddbeli rendezdelv.

Logikai tervezés szempontjabdl a tevékenységek a kovetkezOképpen osz-
talyozhatok:
* egymastdl fiiggetlen tevékenységek,
* egymastdl fiiggd tevékenységek, amelyek lehetnek:
— egyideji tevékenységek,
— megel6z6 tevékenységek,
— kovetd tevékenységek.

7.1.3. A halotervezés geometriai szabalyai

A halotervezés geometriai szabalyai az alabbiak.

* A halo 6sszefliggd, zart rendszert alkot.

* A hal6 véges szamt eseménybdl és tevékenységbdl all, tehat a halo
véges kiterjedési.

* A hal¢ iranyitott, idoben lefolyo, mert a nyilak a korabbi idéponttol
a kés6bbi idépontig mutatnak.

* A halénak hurokmentesnek kell lennie. Hurok olyankor képzédik, ha
anyilak sorrendje 6nmagaba visszatér6, zart rendszert alkot. A hurok-
ban a megel6z6 és kovetd tevékenységek nem kiilonboztethetdk meg.

+ A folyamatokban a sorrendiséget mindig tisztazni kell, ezért a halo-
ban alternativ lehetséget tervezni nem szabad. A halotervezés egyik
f6 alkalmazasi teriilete a miiszaki fejlesztés, ahol olyan tevékeny-
ségek idébeni lefolyasat is meg kell tervezni, amelyeknek miiszaki
megoldasa még nem tisztazott. Halotervezéssel hatarozhato meg,
hogy az adott problémat milyen idére kell vagy lehet megoldani.
Az alternativ megoldasok nem épithetok be a haloba.

* A tevékenységeket abrazold nyilak metszhetik egymast.

* A halo alakja Iényegtelen.
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Ez utobbival kapcsolatban meg kell emliteni, hogy a halo el6zetes elkészi-
tése utan szokasos ugynevezett topologiai rendezést végrehajtani, amelynek
célja lehet:

 a halo alakjanak szépitése,

» atevékenységfelelds hozzarendelésének biztositasa,

 iddaranyos halo készitése.

7.1.4. A haloszerkesztés technikaja

A halok megszerkesztésénél célszer(i bizonyos szerkesztési fogasok alkal-
mazasa.

Abban az esetben, ha egyes tevékenységek megkezdhetok anélkiil,
hogy az el6z0 tevékenység befejez0dott volna, az el6z6 tevékenységet rész-
tevékenységekre kell bontani.

A logikai tervezésnél be kell vezetniink egy fogalmat, az igynevezett
latszattevékenység fogalmat. Tulajdonsaga az, hogy nincs iddsziikséglete,
a halotervezésben szaggatott vonallal jeloljiik. A latszattevékenység kizarolag
logikai jellegii korlatozo tevékenység, ami arra vonatkozik, hogy az altala
megadott logikai kapcsolat teljesitésétol teszi fliggdvé egy tovabbi munka
megkezdését. A latszattevékenység hasznalatara altalaban a kovetkezo ese-
tekben kertiil sor:

» tevékenységek részfeladatokra bontasanal és atlapolasanal,

» két vagy tobb tevékenység ugyanazzal az eseménnyel kezdddik

és fejezodik be,

» parhuzamosan folyd tevékenységek logikai kapcsolatanak kifeje-

z€sénél,

* clofeltételek jelolésénél.

Nagy, komplikalt haloterveknél szokasos ugynevezett elozetes tevékenységet
is tervezni. Ez fel6leli mindazokat az adminisztrativ teendéket, amelyeket
amunka megkezdése el6tt el kell végezni. Hullamvonallal szokasos jelolni.
Az id6tervezésnél ezt a tevékenységet nem veszik figyelembe.

A halotervekben az egyes események jelentdsége nem azonos. Az ugy-
nevezett mérfoldkovek modszere bizonyos eseményeknek kitiintetett fon-
tossagot biztosit, ami abban nyilvanul meg, hogy a kitiintetett esemény
bekovetkezéséig a munkak meghatarozott szakasza lezarul, és mas jellegii
szakasz végrehajtasa kezdddik meg. A moddszernek mind az attekintés
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biztositasa, mind a kés6bb targyalasra keriild hataridokérdés szempont-
jabdl van jelentésége.

Komplex terveknél célszerti részhalok kiemelése. Ekkor a f6 koordinalast
szolgald komplex haldoban a részhald mint egyetlen tevékenység szerepel.

7.1.5. A haloszerkesztés folyamata

A halé megszerkesztésére tobb modszer alakult ki, amelyek az alabbiak:

* A halo szerkesztése kezdhet6 az elsé eseménybdl kiindulva.

* A hald szerkesztése kezdheté az utolsd eseménybdl kiindulva.
Ez az igynevezett retrograd modszer. Alapvetd kovetelmény ugyanis
a haldtervek készitésénél, hogy két eseményt csak egyetlen tevé-
kenység kothet 0ssze. A visszafelé torténd szerkesztés célszeriisége
abban mutatkozik meg, hogy altalaban konnyebb mindazokat a tevé-
kenységeket felmérni, amelyek egy tevékenységet megeldznek, mint
egy komplikalt haloban az eseményt kdvetd dsszes kovetkezményt
feltarni.

* A halo szerkesztése végezhet6 tgynevezett vegyes modszerrel. Ebben
az esetben a komplex halod szerkesztése végezhetd példaul az elsé
eseménybdl kiindulva, mig a részlethalok szerkesztése az utolso
eseménybdl kiindulva torténik.

* A halo szerkesztése kezdddhet valamely kdzponti eseménybdl (pél-
daul mérf6ldkobol) kiindulva, eldre, illetve hatrafelé haladva.

7.1.6. A halétervezés munkamenete

A halotervezési munkat az alabbi 1épésekben kell elvégezni:
* logikai tervezés,
e id6tervezés,
» kapacitas tervezése,
* koltségtervezés.
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7.1.6.1. Logikai tervezés

A logikai tervezés az elvégzendo feladat attekinthetd, konnyen leellendrizhetd
formaban valo abrazolasa. Olyan abrazolasi forma, amely az egész feladat
lefolyasanak, a munka menetének részletes leirasat nyujtja, és egyben arra
is alkalmas, hogy alapjat képezze az id6tervezésnek és a végrehajtas soran
a végrehajtas szervezésének és ellendrzésének.

A logikai tervezés tehat a feladat elvégzéséhez sziikséges komplex
munkafolyamat diagramszerii abrazolasa, amely attekintést nyujt az 6ssze-
tevok (részfolyamatok, tevékenységek) logikai, illetve technoldgiai 6ssze-
flggésérdl, kapcsolatardl és sorrendjérdl. A tervezésnek ez a fazisa tehat
arészmunkak, részfeladatok sorrendjére, egymasutanisagara, a folyamatok
technoldgiai és idébeni dsszefiiggésének tisztazasara hivatott.

A fentieknek megfelelden a tervezésnek ez a fazisa az alabbi Iépésekben
végzendo el, a logikai halot az alabbiak szerint kell elkésziteni:

* A végrehajtando feladat, a megvalositando cél meghatarozasa. A cél-

nak kiilonallé feladatnak kell lennie, amely pontosan koriilhatarolhato.

o AKkitlizott cél érdekében elvégzendd Gsszes teendd felmérése. Ebben

a szakaszban végig kell gondolni a munkak megkezdésétdl a befe-
jezésig terjedd Osszes teend6t. Az elvégzendd feladatok teljes kori
felmérése a halotervezés egyik leglényegesebb feladata.

Ha barmely munkat kifelejtiink, veszélyeztetjiik a haldtervezésre épiild
idotervezés realitasat, a végrehajtas szervezettségét, a nehézségek eldzetes
felismerését, €s igy nem hatarozhatok meg a sziikséges intézkedések, de
nem biztosithat6 az ellenérzés sem. A munkak felmérésénél tisztazni kell
a halotervezésbe bevonando teriileteket is:

» azelvégzendd feladatok, tevékenységek logikai (technolodgiai, id6-

beli) kapcsolatanak meghatarozasa,
* a halo megszerkesztése, esetleg topologiai rendezése,
 az clkészitett hald biralata a hibak kijavitasa érdekében.

A legjellemz6bb hibak a kovetkezok:
» egyes tevékenységek figyelmen kiviil hagyasa,
* egyes tevékenységek nem megfeleld kapcsolasa.
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Az ugynevezett Gantt-diagramban abrazolt helyzetkép alapjan elkészit-
hetd a logikai halo. A logikai halo elkészitéséhez elsd 1épésként célszeri
az elvégzendd feladatok logikai kapcsolatdnak meghatarozasat szolgalod
tablazat elkészitése, amelyben fel kell tiintetni a tevékenységet kozvetleniil
megel6z6 és kovetd tevékenységeket. A gyakorlatban elterjedt az a mod-
szer, hogy a kozvetleniil megel6z6 és kovetd esemény szamat adjak meg.
Ekkor nyilvanvaldan nem sziikséges a tevékenységi jel alkalmazasa, gyakran
a tevékenység megnevezését is elhagyjak, mert a kezd6 és befejez6 esemény
a tevékenységet egyértelmiien megadja. Vegytk példaul, hogy egy laktanya
felujitasa 17 résztevékenységbdl allo folyamatra oszthatd. Rajzoljuk meg
els6 1épésként a folyamat Gantt-diagramjat (7.3. abra).!

Atfutasi iddé (nap)
0 10 20 30 40 50 60 70 80
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P —_—
+ 10
) m
7.3. abra

Jol lathatdak a diagramon, hogy az egyes tevékenységek milyen sorrendben
kovetik egymast, illetve hogy mely tevékenységek befejezése sziikséges
mas tevékenységek megkezdéséhez. Ezek alapjan megrajzolhatjuk a tevé-
kenységek logikai halojat (7.4. abra).

21 PapP Otto6 (1969): 4 halos programozasi modszerek gyakorlati alkalmazasa. Budapest,
Koézgazdasagi és Jogi Konyvkiado.
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10

7.4. abra

Bonyolult, tobb tevékenységbdl alld folyamat szervezésénél a logikai halo
elkészitése és az események beszamozasa utan készithet6 el az tgynevezett
tevékenységlista, amely a logikai halo felépitésére, a tevékenységekre, vala-
mint ezek kapcsolatara egyértelmi felvilagositast ad.

7.1.6.2. Idotervezes

Az el6bbiekben a logikai halo felépitését targyaltuk anélkiil, hogy az egyes
tevékenységek idoértékének meghatarozasaval foglalkoztunk volna.
Megallapitottuk azt, hogy a logikai tervezés szolgal alapul az id6tervezéshez.

A kovetkezOben az id6tervezésre tériink at, annal is inkabb, mivel
a logikai halé nem alkalmas dontések kialakitasara. Az iddtervezés célja,
hogy az egyes tevékenységek idétartamat felmérje, a tevékenységekhez
id6tartamot rendeljen, és meghatarozza az egész feladat végrehajtasanak
atfutasiidé-igényét.

Mint az elézéekben mar emlitettiik, a latszattevékenységnek nincs
idotartama, de az idétervezésben ennek ellenére rendkiviil fontos szerepet
tolt be. Az id6tervezésre a gyakorlatban kétféle modszer terjedt el:

* hatarozott idétartamu tervezés (példaul CPM),

 hatarozatlan idétartamu tervezés (példaul PERT).
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A kétféle tervezési modszer nemcsak az egyes tevékenységek idétartamanak
tervezésében, hanem a teljes folyamat atfutasi idejének meghatarozasaban
is kiilonbozik. Ezért célszerli a két alapmodszert kiilon targyalni. A ter-
vezés modszerétdl fliggetleniil az idétervezés fobb 1épései a kovetkezok:

» ahaloba felvett tevékenységek id6tartamanak meghatarozasa,

» atevékenységsorok idétartamanak, illetve a kritikus Gtnak a meg-

hatarozasa,
 atartalékidok szamitasa.

7.2. Hatarozott idétartamu tervezés (CPM-modszer)

A hatarozott id6tartamu tervezés minden egyes tevékenységhez egyetlen
meghatarozott idétartamot rendel. Ebbél kdvetkezik célszerti alkalmazasi
teriilete: csak olyan helyen alkalmazhato, ahol megfelelden kidolgozott
miiszaki normak allnak rendelkezésre. Ebben az esetben is felvetédik egy
sor olyan probléma, amelynek megoldasa alapjat képezi a tervezés realita-
sanak. Ezek a kovetkezok:

* adolgozok munkateljesitményének figyelembevétele az egyes tevé-
kenységek végrehajtasanal,

* nem munkaraforditast, hanem az atfutasi id6t kell szamitani, amely
felveti az adott tevékenységen egyidejlileg dolgozd 1étszam megalla-
pitasanak problémajat, kiilondsen abban az esetben, ha parhuzamosan
folyo tevékenységek azonos szakképzettségii dolgozokat igényelnek;

» az clokészitd tevékenységek atfutasi idejének figyelembevétele,

* azanyagmozgatas, az el6készités, segéd- és mellékfolyamatok idd-
igényének, illetve atfutasi idejének figyelembevétele.

Példankban az egyes tevékenységek atfutasi idejét megadtuk, a tovabbiakban
csak a teljes feladat id6igényének, illetve atfutasi idejének meghatarozasaval
foglalkozunk.

Mint mar emlitettiik, a haloban csomdpont képzddik, ha két vagy tobb
tevékenység kezdo, illetve befejezé eseménye kozos. Ebbol egyértelmiien
az is megallapithato, hogy adott esemény tobb uton érhet6 el a haldoban.
Példankban a lehetséges utak szama ot:

1. ut: (0,1) (1,2) (2,5) (5,9) (9,11) (11,12) (12,13)

2.1t: (0,1) (1,2) (2,4) (4,6) (6,9) (9,11) (11,12) (12,13)

3.ut: (0,1) (1,2) (2,4) 4,7) (7,9) 9,11) (11,12) (12,13)
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4.4t (0,1) (1,2) (2,4) 4,8) (8,9) (9,11) (11,12) (12,13)
5.at: (0,1) (1,2) (2,3) (3,10) (10,11) (11,12) (12,13)

Az 6sszes ut kozil egyetlen érdekel benniinket, és ez a legnagyobb id6-
sziikséglettel rendelkezd ut. A feladat kivitelezésének id6tartamat a sok ut
koziil ugyanis az az Git adja meg, amelyik a legnagyobb atfutasi id6t igényli,
ez az ugynevezett kritikus 0t. A kritikus tGton levo tevékenységeknél a leg-
kisebb késés is az egész hataridé eltolddasat okozza.

Nagy, komplex halo esetében azonban az dsszes lehetséges Gitvonal at-
tekintése rendkiviil bonyolult vagy gyakorlatilag lehetetlen lenne. Sziikséges
tehat olyan modszer, amelynek segitségével a kritikus ut gyorsan és egy-
értelmiien meghatarozhato. Miel6tt azonban a mddszerek targyalasara ra-
térnénk, néhany fogalommal és jel6léssel sziikséges megismerkedni.

Idétartam. Jelolése: y(i,f), az (i,j) tevékenység végrehajtasanak id6-
tartamat jeloli. y(i,j) = y(j,i)

Legkorabbi befejezési idépont. Jeldlése: #(7), amikorra az 6sszes, i id6-
pontban végz6do tevékenységet be lehet fejezni.

Legkésdbbi kezdési id6pont. Jeldlése: # (i), amikor egy, az i id6pontban
kezd6dé tevékenységnek meg kell kezdédnie ahhoz, hogy a végsé hatarido
tarthat6 legyen. Két utkiilonbsége adja, tehat z (7) = (kritikus 0t) — (-t6l a vég-
pontig terjedd leghosszabb t). Természetesen a szamitasoknal ez a bonyolult
definicid igy nem alkalmazhato, ezért mindig a kdvetd esemény legkésébbi
kezdési idépontjabol visszafelé torténik a szamitas.

A kovetkezékben a kritikus Gt meghatarozasat az ugynevezett nyo-
monkovetési modszerrel fogjuk elvégezni. A nyomonkovetési modszer
alkalmazéasanal mind a #,(7), mind pedig a z (i) ért€keket meg kell hatarozni.

7.2.1. A legkorabbi befejezési idopont szamitasa

A (i) érték szamitdsdnak meneténél az el6bbi definicidra timaszkodunk,
amely szerint a (i) a legkorabbi befejezési idopont, amikor az i idépontban
végz6do tevékenységeket be lehet fejezni, tehat az i eseményig tartd leg-
hosszabb ut.

A szamitas menete:

* akezdd eseménynél 7(0) = 0

* egyszerii eseménynél a 7 (i) értéket Uigy szamitjuk, hogy az i ese-

ményt kdzvetleniil megeléz6 eseményhez tartozo #(i—1) értékhez
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hozzaadjuk az i eseményhez vezetd (i—1,i) tevékenység idoértékét,
y(@i—1,i)-t. A példankban igy szamithatok az i =1, 2, 3, 5, 6, 7, 8,
10, 12, 13 eseményekhez tartozo (i) értékek, ha sorban haladunk,
¢és a megel6z6 eseménypontok értékeit mar szamitottuk. A szami-
tasi Osszefiiggés tehat: 7,(7) = ¢,(i—1) + y(i-1,i).

* csomopont esetén a 7 (i) értéket ugy szamitjuk, hogy az i ese-
ményt kozvetleniil megel6z6 eseményekhez tartozo ¢ (a) értékek-
hez hozzaadjuk az i eseményekhez vezetd (a,i) tevékenységek
idéértékét, és az 6sszes lehetdséget figyelembe véve a szamitott
legnagyobb érték lesz a #,(i) érték. A szamitasi Osszefliggés tehat:
t(i) = max{t(a) + y(a,i)}, minden elemi (a,i) tevékenységre.

A példankban igy szdmithat6 az i =4, 9, 11 eseményekhez tartozo #(i) érték,
ha sorban haladunk, és az

i =4 esemény esetén a £(2) €s a 1(3),

i=9 esemény esetén a £(5), a £(6), a (7) €s a £(8),

i =11 esemény esetén pedig a £(9) és a £(10) értéket mar kiszamitottuk.

Nézziik meg, hogyan kell a szamitasokat a bemutatott példankban konk-
rétan végrehajtani:

t(1)=4

1(2)=4+30=34

1(3)=34+10=44

A t(4) esemény legkorabbi befejezési id6pontja a 7(2) és a 1(3) események
figyelembevételével szamithato. A ¢(3) és 1(4) eseményeket azonban lat-
szattevékenység koti Ossze, ami azt jelenti, hogy a harmadik és negyedik
eseményt egy idopontban kell kezdeni. A 4. esemény legkorabbi befejezési
idopontja tehat

a t(2) eseménybdl #(4) = 34 + 5 = 39,

a t(3) eseménybdl #(4) = 44 + 0 = 44,

azaz t(4) = max{t(2) + y(2,4); t(3) + y(3,4)} = max{34 +5;44 + 0} =
max{39; 44} = 44,

1(5)=34+40="74

1(6)=44+2=46

1(7)=44+4=48

1(8) =44 +4 =48

1(10) =44 +15=159
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A 1(9) eseménynél csomdponthoz érkeztiink, tehat a csomépontba kap-
csolodo Gsszes esemény figyelembevételével kell a legkorabbi befejezés
idépontjat szamitani:

a t(5) eseménybdl #(9) = 74 + 1 =75,

a 1(6) eseménybdl £(9) = 46 + 2 = 48,

a t(7) eseménybdl £(9) = 48 + 6 = 54,

a t(8) eseménybdl £(9) =48 + 4 = 52,

azaz (,(9) = max{7(5) + y(5.9); £6) + y(6.9): 1(7) + ¥(7.9); 18) + ¥(8.9)}
=max{74 + 1; 46 + 2; 48 + 6; 48 + 4} = max{75; 48; 54; 52} = 75.

A 11. esemény szintén csomopont, igy a mar megismert modon végezziik
el a szamitasokat:

a 1(9) eseménybdl ¢(11) = 75 + 1 =76,

a 1(10) eseménybdl #(11) = 59 + 10 = 69,

azaz t(11) = max{z(9) + y(9,11); £(10) + »(10,11)} = max{75 + 1; 59 + 10}
= max{76; 69} = 76.

Mar csak két esemény van hatra, de ezek egyszerii események, igy a sza-
mitasuk nem bonyolult:

t(12)=76+2="78

t(13) =78 +3 =281

Tehat az egész folyamat legkorabbi befejezésének ideje 81 nap.

7.2.2. A legkésdbbi kezdési idépont szamitasa

A legkésobbi kezdési idopont a definicid szerint azt az idépontot jelenti,
amikor legalabb egy, az i idopontban kezd6d6 tevékenységnek meg kell
kezdédnie ahhoz, hogy a hataridé ne tolodjék el.

Szamitéasa a befejez6 esemény (i) értékébdl visszafelé torténik ugy,
hogy ebbdl az értékbol levonjuk az i eseménytdl a hald befejezd eseményéig
terjedd utak koziil a leghosszabbat.

A szamitas menete:

* Ahdl6 végpontjabol indulunk ki. A befejez6 eseménybdl a (n) =(n).

* Egyszerlieseménynél a (i) értéket igy szamitjuk, hogy azi eseményt

kozvetleniil kovetd eseményhez tartozo ¢ (i+1) értékbdl levonjuk az i
eseményhez vezetd (i,i+1) tevékenység idoértékét. A példankban igy
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szamithatok azi=12,11, 10,9, 8,7, 6, 5, 1, 0 eseményekhez tartozo
t (i) értekek, ha hatulrdl elére haladunk, és a kdvetd eseménypontok
t (i) értékeit mar szamitottuk. A szamitasi Osszefiiggés tehat: (i)
=t (i+1) — y(i,i+1).

+ Csomopont esetén a7 (i) ért€ket gy szamitjuk, hogy az i eseményt
kozvetleniil kdvetd eseményekhez tartoz6 7 (a) értékekbdl levonjuk
az i eseményhez vezeto (i,a) tevékenységek idéegységét, és az Gsszes
lehetdséget figyelembe véve a szamitott legkisebb értek lesz a z (i)
érték. A szamitasi 6sszefiiggés tehat: 7 (7) = min{z (@) + y(i,a)}, min-
den elemi (i,a) tevékenységre.

A példankban igy szamithat6 azi = 4, 3, 2 eseményekhez tartozo ¢ (i) értek,
ha hatulrdl eldre haladunk, és

az i =4 esemény esetén a 7 (6),a 1(7) ésat(8),

az i =3 esemény esetén a £ (4) és a 1 (10),

az i =2 esemény esetén pedig a ¢ (3), a 7 (4) és a t(5) értéket mar ki-
szamitottuk.

Hatarozzuk meg példankban a legkésobbi kezdési idépontokat a folyamat

végétdl (i = 13) kiindulva:
t(13)=8l1
t(12)=81-3="78
t(1)=78-2=176
t(10) =76 — 10 = 66
t(9=76-1=75
t®)=75-4=71
t(7)=75-6=69
t(6)=75-2=73
t(5)=75-1=74

A 4. esemény legkésbbi kezdési iddpontjanak meghatarozasa szempontjabol
csomopontnak mindsiil, igy minden kapcsolodd eseményre vonatkozoan
meg kell hatérozni az érteket, és koziiliik a legkisebb lesz a z (4) értéke.

At (5) eseménybdl ¢ (4) =73 -2 =11,

at(7) eseménybdl ¢ (4) = 69 — 4 = 65,

at(8) eseménybdl ¢ (4) = 71 — 4 = 67,

azaz t(4) = min{r(6) — y(4.6); 1(7) — y@&7); t(8) — y@4.8)} =
=min{73 —2; 69 —4; 71 — 4} = min{71; 65; 67} = 65.
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A harmadik esemény szintén csomdpont, igy meghatarozasa a bemutatott
moddon torténik:

at(10) eseménybdl z (3) = 66 — 15 = 51,

at(4) eseménybdl ¢ (3) = 65 — 0 = 65,

azaz t (3) = min{z (10) - »(3,10); ¢ (4) —y(3,4)} = min{66 — 15; 65 -0} =
min{51; 65} = 51.

A masodik esemény is csomdpont, szamitasa a kovetkezo:

at(5) eseménybdl ¢ (2) = 74 — 40 = 34,

af(4) eseménybdl 1 (2) = 65 - 5 = 60,

at(3) eseménybdl 7 (2) = 51 — 10 = 41,

azazt(2) = min{t (5) —y(2,5); t (4) —y(2,4); £ (3) — ¥(2,3)} = min{74 — 40;
65 —5; 51 — 10} = min{34; 60; 41} = 34.

Még két eseményhez tartozd legkésobbi idopontot kell meghatarozni, de
ezek egyszerli események, igy a szamitas nem okozhat problémat:
t(1)=34-30=4
t(0)=4-4=0

A halo egyes eseményeihez tartozo idoértékeket a 7.5. abra tartalmazza.

ts =74

4=75 6276 6=T8 628l
() (12) 13

tr=76 tr=78 tr= 281

ts=0 ts =
0 4 /1\ 30

/
tr=0 tr=4 tr=34\ tr=44

7.5. abra
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7.2.3. A kritikus it meghatarozasa

A nyomon kovetéssel szamitott értékek alapjan, amelyeket a 7.5. dbra tartal-
maz, érdekes Osszehasonlitdsokat tehetiink. A 7(i) és az (i) értékek viszonya
kétféleképpen alakul:
t=t(@)azi=0, ,2, 5,9, 11, 12, 13 eseményeknél, és
t(i)#1t()azi=3,4,6,7,8, 10 eseményeknél.

Ha az egyenléségeket megvizsgaljuk, megallapithatjuk, hogy azok az ese-
mények, amelyeknél 7,(7) = ¢ (i), vagyis amelyeknél a legkorabbi befejezési
id6pontok és legkésdbbi kezdési idopontok megegyeznek, a kritikus uton fek-
szenek. [gy tehat a kritikus it egyértelmiien megallapithat6. Megjegyezziik,
hogy a kritikus utat az el6z6ekben gy hataroztuk meg, mint a halérend-
szer kezdete ¢és vége kozotti leghosszabb utat. Ha tehat a halorendszerben
minden pontban vezetd leghosszabb utat meghataroztuk, akkor egyuttal
meghataroztuk a kritikus utat is.

7.3. Hatarozatlan idétartamu tervezés (PERT-modszer)

A hatarozatlan id6tartamu tervezés abbol indul ki, hogy a tevékenységek
végrehajtasanak ideje bizonyos hatarok kozott ingadozik, vagyis a véletlen
befolyasolja. Ebbdl nyilvanvaloan kovetkezik, hogy a véletlen befolyassal
van a kovetkezo kapcsolodo tevékenységek legkorabbi kezdési idépontjara is.

Tulajdonképpen a folyamatnak ez az tigynevezett sztochasztikus jel-
lege specialis, valdszinliségszamitasi alapokra épiilé szamitasi modszer
alkalmazasat teszi sziikségessé, ugyanakkor hangsulyozzuk, hogy ugyan-
azokat a feladatokat kell megoldani, mint a hatarozott id6tartamu terve-
zésnél. Példaul a PERT-mddszernek az a Iényege, hogy a tevékenységek
idétartamanak becslését gy végzik el, hogy haromféle idébdl indulnak ki.

A legvaldsziniibb 1d6 (jele: m) az az id6tartam, amely a becslést végzo,
a folyamatot szakmai szempontbdl kitiinden ismer6 szakember szerint azonos
koriilmények kozott végezve a tevékenységét, a leggyakrabban fordul eld.

A legkedvezobb id6 (jele: a) az az id6, amelyet a becsld tgy valaszt,
hogy a tevékenység ennél rovidebb id6 alatt akkor sem hajthato végre, ha
a koriilmények kiilondsen szerencsések (optimista becslés).
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A legkedvezébtlenebb 1d6 (jele: b) az adott tevékenység szamara a leg-
nagyobb idétartam (pesszimista becslés), amely alatt még kiillondsen ked-
vez6tlen koriilmények (példaul ismétlések, hibak) kozott is elvégezhetd.

Természetesen a tervezés soran haromféle idével nem lehet szamolni,
ezért a harom id6bol egyetlen id6t hataroznak meg, az igynevezett varhato
id6t (jele: z).

Az alkalmazott képlet:

_a+4m+b
¢ 6
At értéke tehat a becslésektol fiigg, de minél nagyobb a két szElsdséges id6
(a és b) kozott az intervallum, annal nagyobb a becsiilt varhato id6 bizony-
talansaga. Ez utobbirol tigy szerezhetiink informaciot, hogy meghatarozzuk
az 1d6 varhat6 értékéhez tartozo varianciakat (szérasnégyzeteket).
Béta-closzlas esetén a szorasnégyzet:

(7.)

(7.2) o’ = (b-af :
e 36
Ebbdl a szoras:
(13) a,=b_a
¢ 6

Amennyiben az egyes id6tartamokat minden egyes tevékenységre kiilon-
kiilon megbecsiiltiikk az elmondottak szerint, meghatarozhato a kritikus 1t.
A szamitas a hatarozott idétartamu tervezésnél ismertetett modon torté-
nik, vagyis meghatarozzuk a legkorabbi befejezési és a legkésdbbi kezdési
idépontokat.

Az eltérés abban van, hogy az egyes tevékenységek idotartamai (ame-
lyek a szamitas alapjat képezik), csak bizonyos valosziniiséggel kovetkeznek
be, és ennek megfelelden az egész hald, vagy annak egy részére vonatkozo
atfutasi 1d6 is csak bizonyos valosziniséggel allapithaté meg, amely ter-
mészetesen fligg az egyes tevékenységek idotartamanak valdszinliségétol.

Tehat gyakorlatilag azt kell megallapitani, hogy mekkora bizonytalan-
sag mellett kovetkezik be a tevékenységsorozat utolso tagjanak befejezési
idépontja, ha ismert a tevékenységsor minden egyes tagjanak a szorasa.
A feladat az igynevezett kozponti hatareloszlas-tétel alapjan oldhatd meg.
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A tétel szerint minden olyan 6sszeg, amely egymastdl fiiggetlen, de ugyan-
azon eloszlasfliiggvény torvényszeriiségeit kovetd véletlen elemekbdl all, jo
kozelitéssel normalis, mas néven Gauss-eloszlasu.

A PERT-halo tevékenységelemeinek idétartamai dsszegzésével alla-
pithatjuk meg a haloval jellemzett tevékenységsor hatariddit. Ez az 6sszeg
kielégiti a kdzponti hatareloszlas-tétel feltételeit, igy eloszlasa normalis.
Ennck a normalis eloszlasnak az atlagat (varhato értékét) és szorasat az egyes
valoszinliségi valtozok szamtani atlaganak, illetve szorasanak dsszege adja.
Tehat a PERT-halo esetén a teljes hataridére vonatkozo szoras nagysagat
a kritikus Gton fekvo tevékenységek szorasainak dsszegeként hatarozzak meg.

A tartalékidoket a PERT-modszer esetén is a megel6z6 tevékenység
befejezésének és a kovetd tevékenység megkezdésének kiilonbségeként
szamitjak, de:

» csak a teljes tartalékidd szamithato,

* a tartalékid6t eseményre orientaltan hatarozzak meg, vagyis azt
vizsgaljak, hogy a vizsgalt eseménynek mekkora idéintervallumon
beliil kell bekovetkeznie, a véghataridé modositasa nélkiil,

* meg kell hatarozni a tartalékidok eloszlasat is.



8. Sorbanallas

A varakozo sorok a mindennapi élet kdzismert jelenségei. Varakozd sorok
keletkeznek példaul pénztarak, hataratkeldhelyek, rakodohelyek eldtt, ben-
zinkutaknal, reptercken a csomagfeladasnal és a biztonsagi ellendrzésnél
vagy varosokban utkeresztezodéseknél, kiilondsen nagy csomdpontoknal.
A sorbanallés sokszor valoban csak nehezen kiiszobolhet6 ki.

Olyan esetekben, amikor biztonsagbdl vagy példaul gazdasagi okok-
bol a varakozast meghatarozott érték ala akarjuk szoritani, térekedni kell
olyan intézkedésekre, amelyek kidolgozasahoz a kiszolgalasi elmélet nyujt
segitséget.

8.1. A sorbanallasi modellekrol altalaban

A kiszolgalorendszer valamilyen szolgaltatast nytjtdo kiszolgaldhely
és az elbtte kiszolgalasra varakozo fogyasztoi egységek (felek, igények)
soranak (példaul a rakodohelyen rakodasra varakozo tehergépkocsik) el-
helyezésére szolgald varakozohelyek egyiittese. A kiszolgalohelyen egy
vagy tobb kiszolgalocsatorna (példaul rakodogép) all rendelkezésre. A vara-
kozohelyek szama (a varakozo sor hossza) korlatozott vagy korlatlan Iehet.

Strukturalis szempontbdl vizsgalva zart és nyilt kiszolgalorendszerek
kiilonboztethet6k meg. Zart kiszolgalorendszerekben nem valtozik a fogyasz-
toi egységek szama, azaz a kielégitendd igények szama korlatozott. Nyilt
kiszolgalorendszerekbdl a kielégitett fogyasztdi egységek tavoznak, illetve
oda allandoan 1) fogyasztoi egységek érkeznek. A kielégitendd igények
szama tehat ebben az esetben nagyon nagy, esetleg végtelen is lehet.

A kiszolgalasi igények intenzitasara mindkét esetben a fogyasztdi egy-
ségek érkezései kozotti idokozok jellemzok. Zart kiszolgalorendszerek ese-
tében még az ugyanazon fogyasztoi egység két érkezése kozotti idokoznek is
jelent6sége van. Az érkezési idokozok lehetnek egyenldk; egyenlétlenek, de
meghatarozottak; valamint egyenlétlenck és nem meghatarozottak (az id6-
koz valosziniiségi valtozo). Az érkezési folyamatot a fogyasztoi egységek
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érkezései kozotti idokozok eloszlasfiiggvénye (példaul exponencialis, Erlang,
Poisson stb.) szerint lehet csoportokba sorolni.

A fogyasztoi egységek altal igényelt kiszolgalasi id6 kiilonbozdsége,
illetve azonossaga miatt megkiilonboztethetd az egyforma (homogén) és a nem
egyforma (inhomogén) fogyasztoi egységek esete.

A varakoz6 sor azokbol a fogyasztoi egységekbdl tevodik 6ssze, ame-
lyek kiszolgalasa nem kezdheté meg azonnal a rendszerben, hossza nulla
és végtelen kozott valtozhat. A megengedett hosszisagu varakozo sor ki-
alakulasa utan érkez6 igényeket a rendszer nem fogadja, elutasitja (8.1. abra).

tiirelmetlen egységek

a

informacio
p

tavozo

. . egységek

forras ===p| varakozo sor z SELY
: .
P n =
., . , [] L]
visszariadd | | 3 .
egységek . helyezkedd -
. egységek u
" |}
L | | |

zart rendszer

8.1. abra

A varakozo6 sorra a fogyasztoi egységek viselkedése is jellemz6. Az Ggy-
nevezett tiirelmes egységek kivarjak, amig egy kiszolgalocsatorna szabadda
valik, az iigynevezett tiirelmetlen egységek viszont csak egy meghatarozott
ideig varakoznak, vagy pedig mar a kiszolgalorendszerbe érkezésiikkor
dontenek (a mar kialakult varakozo sor hosszatol fiiggden), hogy varakoz-
nak, vagy kiszolgalas nélkiil elhagyjak a rendszert.

A kiszolgalocsatornak 6sszességébol allo kiszolgaldhely strukturalis
szempontbdl soros, parhuzamos vagy vegyes elrendezési, a kiszolgalo-
csatornak szama szempontjabol pedig egy- vagy tobbcsatornas Iehet.

A soros elrendezésti kiszolgalohely kiszolgalocsatornain a fogyasztoi
egységeknek az eldirt sorrendben kell athaladniuk, a kiszolgalasuk tehat
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tobb szakaszbdl tevodik dssze. Minden egyes csatorna el6tt csak a meg-
engedett hosszusagu varakozo sor alakulhat ki.

A parhuzamos elrendezésti kiszolgalohely kiszolgalocsatornai az egyes
fogyasztoi egységeket teljes mértékben kiszolgaljak. Altalaban kozos vara-
koz6 sor alakul ki a kiszolgalohely sszes csatornaja részére.

A kiszolgalas rendje a varakozo fogyasztoi egységek soron kovetkezését
szabja meg. Egy kiszolgaldocsatorna felszabadulasakor ugyanis a varakozo
sorban elhelyezked6 egységek koziil kiilonboz6 szempontok szerint lehet
a kovetkez6t kivalasztani. Ebbol a szempontbol tigynevezett sordiszciplina
szerinti és igynevezett prioritasos diszciplina szerinti kiszolgalasi rendet lehet
megkiilonboztetni, attol fiiggden, hogy a fogyasztoi egységeket a beérkezés
sorrendjében szolgaljak ki, vagy egyesek koziiliik elényben részesiilnek.

A prioritasos diszciplina szerinti kiszolgalas lehet abszolut és relativ
prioritasos. Az abszolit prioritasu rendszerben egy magasabb prioritasu
fogyasztoi egység érkezésekor az éppen kiszolgalt alacsonyabb prioritasu
egység kiszolgalasat félbeszakitjak, a magasabb prioritasu egységet kez-
dik el kiszolgalni, és csak annak tavozasa utan folytatjak az alacsonyabb
prioritasu egység kiszolgalasat. A relativ prioritasi rendszerben a beérkezo
magasabb prioritasu egységnek ki kell varnia az alacsonyabb prioritasa
egység mar megkezdett kiszolgalasanak befejezését, de annak végeztével
azonnal a magasabb prioritast egység kiszolgalasa kezd6dik meg. Mindkét
esetben addig nem folytatodik, illetve kezdddik el az alacsonyabb prioritasu
egység kiszolgalasa, amig van magasabb prioritast egység a rendszerben.

A kiszolgalasi folyamatot is, az érkezési folyamathoz hasonloan, a ki-
szolgalasi id6k eloszlasanak torvényszertisége szerint lehet csoportokba
sorolni.

A tomegkiszolgalasi elmélet alapja a sztochasztikus, véletlen jellegli
folyamatok kialakulasanak szabalytalansaga, amely a fogyasztoi egysé-
gek érkezésekor, varakozasukkor, valamint a kiszolgalasukkor jelentkezik,
és amely a varakozo sor (példaul kielégitetlen anyagmozgatasi igények)
keletkezését megszabja.

A kiszolgalorendszerek kiilonboznek egymastol a beérkezés és a ki-
szolgalas valoszinliségi eloszlasanak tipusa, illetve egyenletessége, a kiszol-
galohely kiszolgaldcsatornainak szama és az egységek kiszolgalasi rendje
(sordiszciplina, illetve prioritasos diszciplina) szerint. Az egyes valtozatok
matematikai vizsgalata is ennek megfeleléen kiilonféle modon mehet végbe.
Altalaban azt feltételezik, hogy a kiszolgalandé egységek beérkezési idokozei
Aparaméterii exponencialis eloszlastiak (a beérkez6 igények Poisson-folyamat
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szerint érkeznek), és a kiszolgalasi id6tartamok egymastol és az érkezési
folyamattol fiiggetlen valdszinliségi valtozok, azonos u paraméterii expo-
nencialis eloszlastak vagy allandok.

Az érkezési ¢s a kiszolgalasi folyamatok jellegét a kiszolgalorendszer
rovid, szimbolikus jellemzésével lehet kifejezni, amelyet David George
Kendall (1918-2007) angol matematikus, statisztikus vezetett be, ezért utana
Kendall-jel6lésnek neveziink. Az altalanos szimbolikus kifejezés: A/B/S,
ahol A az érkezési folyamat, B a kiszolgalasi folyamat tipusat jeloli, S pedig
a kiszolgalocsatornak szamat mutatja.

A Kendall-jelolésben az A és a B helyén a kovetkezd, kiilonb6z6 folya-
matokat jelentd betiiket szoktak alkalmazni:

M: Markov-folyamat, ami azt jelenti, hogy a rendszer ,,nem emlékezik”,
ajovobeli allapota csak a jelenbeli allapotatol fiigg, a multbeli torténésektol
nem (még akkor sem, ha ténylegesen ismerjiik azokat). Ezt Poisson-folyamattal
szokas modellezni (minden Poisson-folyamat Markov-folyamat), amely a be-
érkezések egy olyan véletlen folyamata, amikor az egyes beérkezések kozotti
id6k exponencialis eloszlast kovetnek.

G: altalanos (general) folyamat. Az egyes beérkezések kozotti idoko-
z0k u varhat6 értékkel és o szorassal jellemezhetdk. Az egyes beérkezések
fuggetlenek egymastol.

D: determinisztikus folyamat. A beérkezések kozotti idtartamok
allandoak.

A sorbanallasi modellek alapfogalmainak konnyebb elsajatitasa érde-
kében gondoljuk at a kovetkezd gyakorlati feladatot.

Adott egy cég, amelynek raktarabol gépjarmiivek tovabbitjak az arut.
A raktar rampaja mellett egyidejiileg N darab gépjarmii fér el, azaz egy
idében ennyi gépjarmii megrakasa torténhet. A gépjarmiiveket, amikor
érkeznek, illetve miel6tt a gyarat elhagyjak, mérlegelik. Az egyszeriiség
érdekében feltételezhetjiik, hogy kiilon mérleg all rendelkezésre a beérkezo
¢és kiilon a tavozo gépjarmiivek szamara. A gépjarmuvek érkezése és meg-
rakasuk ideje szabalytalan. Nyilvanvalo, hogy a leirt rendszer parhuzamo-
san kapcsolt tobbcsatornas sorbanallasi rendszert alkot, ahol a kiszolgalas
a rampan torténik, a kiszolgalocsatornak (vagy allomasok) szamat pedig
a rampa hossza hatarozza meg. Amennyiben a kiszolgalas csak a raktar
ajtajanal lehetséges, a csatornak szdma az ajtok szamaval egyezik meg.

A gépjarmiiveket érkezésiik sorrendjében szolgaljak ki, de mas valtozat
is elképzelhetd. Ilyenck lehetnek: a gépjarmiiveket valamilyen szempont
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(teherbiras, szallitando aru, tulajdonjog stb.) szerint csoportositva, csak
meghatarozott csatornan szolgaljak ki, egyes gépjarmiiveket (példaul a siir-
g06s szallitast lebonyolitokat) els6bbségben részesitik (prioritas), de lehet
a kiszolgalas tetszoleges, a beérkezési sorrendtdl teljesen fiiggetlen is.

A kiszolgalo kozpontba érkezo egységek kiviilrél, ugynevezett forrasbol
jonnek. Az érkezok szamatol fiiggden megkiilonboztetiink korlatos és kor-
latlan forrast rendszereket. Példaul ha az arut barki sajat gépjarmiivével
elszallithatja, az érkez6 tehergépjarmiivek forrasa korlatlan, abban az esetben
viszont, ha azt kizarolag valamely fuvarozo vallalat, meghatarozott szamu
gépjarmiparkjaval tovabbithatja, a gépjarmiivek forrasa korlatos.

Az érkezd gépjarmiivek eldszor a gyar kapujanal varakoznak mérle-
gelésre. Itt a kiszolgalocsatorna a mérleg, a kiszolgalasi id6 a mérés ideje,
beleértve a mérlegre hajtas és a tavozas idosziikségletét is. Ez egy egycsa-
tornas rendszer. Ugyanez ismétlodik a gyar elhagyasakor is. Ha a gépjar-
miivek gyarban t6ltott idejét vizsgaljuk, sorba kapcsolt csatornakat tartal-
mazd modellt kell felépiteniink, mégpedig olyat, melyben két egycsatornas
rendszer fog kozre egy tobbcesatornas parhuzamos sorbanallasi rendszert.

Eldfordulhat, hogy egyes gépjarmiivek nem tudnak hosszt ideig vara-
kozni (mas fontosabb szallitanivalojuk van, vagy ugyanezt a terméket mas-
hol gyorsabban megkaphatjak stb.), €s kivalnak a sorbol, amelyhez el6z6leg
csatlakoztak. Ilyenkor elhagyasos rendszerrdl van sz6. Ha azonban az érkez6
gépjarmi a hosszu varakozo sor lattan visszariad, és ugy dont, hogy nem
1ép be a varakozok kozé (esetleg mar nincs is hely), akkor visszatorpanasos
modellt kell alkalmaznunk. Lehet, hogy szemfiiles gépjarmiivezetok ki-
ugranak a sorbdl, és (feltéve, ha tobb varakozo sor van) egy masik sorhoz
csatlakoznak. Az ilyen rendszert helyezkedésesnek nevezik.

Elképzelhetd, hogy az érkezé és tavozo gépjarmiivek mérlegeléséhez
nem all kiilon-kiilon mérleg rendelkezésre. Ilyenkor a varakozo sorok titkoz-
nek, interferalnak, ami tovabb komplikalhatja a varakozo sor modelljét.

A sorbanallasi modellekre vonatkoz6 altalanos ismeretek utan ismerked-
jink meg el6szor az egycsatornas, majd a tobbcsatornas tomegkiszolgalasi
rendszerekkel. Célunk most is az, hogy a modszerek gyakorlati alkalmazasat
mutassuk be, ezért az elméleti alapokkal részletesen nem foglalkozunk. igy
csak az egyes rendszerekben meghatarozando paramétereket, illetve azok
konkrét kiszamitasi modjat kivanjuk részletezni.
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8.2. Egycsatornas tomegkiszolgalasi rendszerek

Eloszor is ismerkedjiink meg néhany olyan paraméterrel, amelyek mind-
egyik egycsatornas rendszerben megtalalhatok:

A: érkezési rata. Az idGegység alatt érkez6 egységek szamat jelenti.
Dimenzidja egység/ido.

w: kiszolgalasi rata. Az idGegység alatt kiszolgalt egységek szama.
Meértékegysége szintén egység/ido.

o: forgalmi intenzitas. Ha A > u, vagyis az idéegység alatt érkez6
egységek szama meghaladja az idéegység alatt kiszolgalt egységek sza-
mat, korlatlan forrast érkezés esetén végtelen nagy ¢s allanddéan névekvo
varakozo sor keletkezik. Ezért megkoveteljiik a o < 1 feltétel teljesiilését.

P, = 1-0: annak a valdszinlisége, hogy nem tartozkodik egység a rend-
szerben.

P = 0"(1-0): annak a valoszinlisége, hogy n darab egység tartozkodik
a rendszerben.

8.2.1. Poisson-érkezésii, exponencialis kiszolgalasi rendszer
(M/M/1)

Az M/M/1 tipusu kiszolgalasi rendszer esetében egy kiszolgalocsa-
torna van, a beérkezések Poisson-folyamat szerintiek, és a kiszolgalasi idok
exponencialis eloszlastak. A sorbanallasi probléma megoldasa soran annak
egyes tulajdonsagai a kovetkezé modon szamithatoak.

A rendszerben tartozkodo egységek atlagos szama:

@®.1) 7=3np =Y np"(1- p)=—L—.
=0 n=0 1-p

Ha a rendszerben n darab egység tartozkodik, egycsatornas kiszolgalo-

rendszerrdl 1évén sz, egy egység kivételével, amelyiket éppen kiszolgaljak,

az Osszes tobbi a sorban all, azaz v =n—1. A sor varhat6 hossza, azaz a sor-

ban all6 egységek atlagos szama:

(8.2) v=n-1+P,

1

|
hS)

I

A varhato sorbanallasi id6:
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v

Pk

Ha kihasznaljuk, hogy egycsatornas kiszolgalorendszerrdl beszéliink, a szam-
1416 helyére behelyettesithetjiik a (8.2) egyenletet:

(8.3) t, =

v 1 n
(8.4) Pt
A ul-p u
Az atlagos rendszerben toltott id6:
= n
(8.5) t,=—.
A
Az atlagos kiszolgalasi 1d6:
- - 1
(8.6) t,=t, —t, =—.
7,

A legfontosabb paraméterek meghatarozasat mar ismerjiik, nézziik most
meg, hogyan kell ezt alkalmazni a gyakorlatban.

Tegyiik fel, hogy egy kocsimosohoz 8 gépkocsi érkezik oranként.
A mosdban egy nyolcoras miiszak alatt 80 gépkocsit tudnak lemosni. Mennyi
idore van sziiksége atlagosan egy gépkocsi lemosasahoz, mekkora a sor
varhato hossza és a rendszerben t6ltott teljes id6é varhatd értéke, ha a sor-
banallasi modell M/M/1-es rendszerii?

Nézziik eldszor meg, melyek azok a paraméterek, amiket ismeriink.
Lathato, hogy a feladatban adott az érkezési €s a kiszolgalasi rata:

A =8 gk/h

1= 80/8 gk/h =10 gk/h

E két adat ismeretében meg tudjuk hatarozni a forgalmi intenzitast is:
0=A/u=8/10=0,8<1

Mivel a forgalmi intenzitas egynél kisebb, nem fog végtelen hosszl sor
feltorlodni.

A rendszerben tartozkodo egységek atlagos szamat a (8.1) képlet segit-
ségével tudjuk megmondani:
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p 08 _0,8_4gk
I-p 1-08 0,2
Az atlagos kiszolgalasi id6 a (8.6) alapjan az atlagos rendszerben toltétt idé
(8.5) és a varhato sorbanallasi id6 (8.4) kiilonbsége:

}7:

‘, zzzi:O,Sh = 30perc
A 8

, _m_A_ 0,4h = 24perc
u 10

Mindezek ismeretében mar egyértelmiien adodik az egy gépkocsira jutod
atlagos kiszolgalasi id6 értéke:
- 1 1
t,=t,—1 =30-24=6perc=—h/gk =—,
10 u

vagyis atlagosan egy gépkocsit 6 perc alatt tudnak lemosni.

8.2.2. Poisson-érkezésii, tetszéleges eloszlash kiszolgalasi
rendszer (M/G/1)

Az M/G/1 tipust kiszolgalasi rendszer esetében egy kiszolgalocsatorna
van, a beérkezések Poisson-folyamat szerintiek, és a kiszolgalasi idok adott
i varhat6 értéki és o szorasu (ismeretlen eloszlasu) valoszintiségi valtozo
szerintiek. Ilyen esetben a rendszerben talalhato egységek szamat az ugy-
nevezett Kendall-képlettel hatarozzuk meg. Ez az eset a gyakorlatban tobb-
szor eléfordul.

A levezetés mell6zésével a rendszerben tartozkodd egységek szama
a kovetkezok szerint irhato fel:

p’+ Ao’
+7
2(1-p)

ahol o a kiszolgalasi idok szorasat jelenti.
A varakozd sor atlagos hossza:

(8.8) v=n—1+P,

(8.7) =p

>
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Az ésa P értékének behelyettesitésével mar konkrétan meghatarozhatjuk
a varakozo sor atlagos hosszat:

2 2 2 2 2 __2
(8.9) O e - O W O e i
2(1-p) 2(1- p)
Az atlagos sorbanallasi 1d6:
(8.10) t, = dy
A

A rendszerben tartozkodas atlagos ideje és az atlagos kiszolgalasi id6 meg-
hatarozasa azonos az ¢l6z6 alpontban megismerttel, azaz a (8.5) és (8.6)
kifejezések alapjan szamithato.

Oldjunk meg most egy feladatot a médszer gyakorlati alkalmazasanak
szemléltetésére!

Egy autdpalya fizetékapujahoz éranként atlagosan 25 gépjarmii érkezik
Poisson-folyamat szerint. Egy fizetés atlagosan 1,5 percig tart, de a kiszolgalas
closzlasa ismeretlen, csak a szorasat ismerjiik: 0 = 0,08 6ra. Hany gépkocsi
lesz atlagosan a fizetékapunal, illetve mennyi ideig kell a gépkocsiknak
atlagosan sorba allni?

Elsé 1épésként most is azt vizsgaljuk, milyen adatokat ismeriink.
Az érkezési rata egyértelmiien adott:

A =25 gk/h

A kiszolgalasi ratat is meghatarozhatjuk, hiszen tudjuk azt, hogy atla-
gosan 1,5 percig tart egy fizetés. Ezt figyelembe véve a kiszolgalasi rata
érteke a kovetkezo:

w=1/1,5=2/3 gk/perc

w=060/1,5=40 gk/h

A forgalmi intenzitds a A és a u ismeretében mar egyszeriien meg-
hatarozhato:

0=A/u=25/40=0,625<1

Ha megvizsgaljuk a rendszerben tartozkodo egységek meghatarozasanak
(8.7) képletét, lathato, hogy minden tényezdje ismert mar:

2 2 .2 2 2 2
p’ + 1o _ 06254 %6257 +25°0,08
2(1-p) 2(1-0,625)

=p+ = 6,48.
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Tehat atlagosan 6,48 gépkocsi tartozkodik a rendszerben. Meg kell még
hataroznunk az atlagos sorbanallasi id6t, de ennek szamitasahoz meg kell
hatarozni a (8.9) kifejezés alapjan a sorban varakozd gépkocsik atlagos
szamat is:

p’+20® 0,625 +25%0,08

‘_) = = = 5,85.
2(1-p) 2(1-0,625)
Ezt felhasznalva az atlagos sorbanallasi id6 a (8.10) alapjan a kovetkezo lesz:
PV o385 g3
A 25

Vagyis a gépkocsik atlagosan 0,234 6rat, azaz 14,05 percet allnak sorba,
amig a fizetékapuhoz beallhatnak.

8.2.3. Poisson érkezésii, determinisztikus kiszolgalasi rendszer
(M/D/1)

Az M/G/1-es rendszernél lattuk, hogy a rendszerben 1év6 egységek szama
A és u adott értékei mellett a szorassal novekszik. A rendszerben 1€vo egy-
ségek szama a minimumot akkor éri el, ha o = 0, vagyis a kiszolgalasi id6
értéke allando. Konstans kiszolgalasi idé mellett a rendszerben tartozkodo
egységek szama a kovetkezo:

2

P

2(1-p)

Az el6z6 alfejezetben megismerthez képest a varakozo sor atlagos hossza-
nak meghatarozasa is valtozik:

8.11) i=p+

2
(8.12) g
2(1-p)

Az atlagos sorbanallasi idd, az atlagos rendszerben t6ltott id6 és az atlagos
kiszolgalasi id6 meghatarozasa azonos az M/G/1-es rendszernél bemutatottal,
igy ezt most nem részletezziik.

Nézziik meg, hogyan lehet ezt a modszert a gyakorlatban alkalmazni!

Egy rakoddogép 10 perc alatt rak meg egy gépjarmivet. A rakoddhelyre
Poisson-eloszlas szerint 12 percenként érkeznek a gépjarmiivek. Mekkora
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egy gépjarmi atlagos varakozasi vesztesége, ha a gépjarmiivek veszteglési
koltsége 20 €/6ra/gépjarma?

A feladatban adott az érkezési és a kiszolgalasi rata, amelyekbdl a for-
galmi intenzitas azonnal szamithato:

A=15gk/h

w=1gk/ 10 perc =6 gk / 60 perc = 6 gk/h

0=2/u=56=083 <1

A forgalmi intenzitas ismeretében meghatarozzuk a varakozo sor atlagos
hosszat, mivel az atlagos varakozasi id6 kiszamitasahoz erre az adatra is
sziikségiink lesz:

2 25 .
o P =§=2,083.

20-p) 20-%) 12

A vérakozasi veszteség: 0,416 h-20 €/h = 8,3 €, vagyis egy gépjarmii atla-
gos varakozasi vesztesége 8,3 € lesz.

8.3. Tobbcsatornas tomegkiszolgalasi rendszerek

Az egycsatornas tomegkiszolgalasi rendszereknél lathattuk, hogy sztochasz-
tikus érkezés és kiszolgalas esetén az esetek tilnyomo tobbségében varakozo
sorral allunk szemben. A varakozas egyértelmi, hogy pluszkiadassal jar.
Az operacidkutatas egyik lényeges feladata a kiszolgalohelyek tizemelte-
tésének és a varhato sorbanallas miatt jelentkez0 veszteségek egybevetése,
illetve a kiszolgalocsatornak szamanak optimalis meghatarozasa.

Egyértelmii, hogy tobb csatorna mellett gyorsabb a kiszolgalas is, de
csekély szamu érkezés esetén nagy a valdszinlisége az esetleges kihaszna-
latlansagnak is.

Tételezzlik fel, hogy a rendszerbe Poisson-folyamat szerint érkeznek
az egységek, a kiszolgalasi id6k pedig exponenciélis eloszlastak. fgy a rend-
szer vizsgalatanal ugyanazok a tényezok szerepelnek, amelyeket az egycsa-
tornas rendszereknél megismertiink. Az egyes tényezok jelentését azonban
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a rendszernek megfelelden kell értelmezni. A beérkezési rata (1) és a ki-
szolgalasi rata (u) dimenzidja egység/idé. Hanyadosuk most is a forgalmi
intenzitast hatarozza meg, de ellentétben az egycsatornas rendszerrel, ahol
a o <1 feltételt koveteltiik meg, most a o < § feltételnek kell teljesiilnie,
ahol S a kiszolgaldcsatornak szamat jelenti. Ha ez a feltétel nem teljestilne,
a varakozo sor hossza minden hataron tl ndvekedne.

A tovabbiakban csak a korlatlan forrasu, S csatornas sorbanallasi rend-
szerrel (M/M/S) foglalkozunk.

A A, u és o értékeinek meghatarozasa az egycsatornas rendszerekhez
képest nem valtozott. Eltérés mutatkozik azonban a P, ¢és P, értékeinek
meghatarozasanal. Nézziikk meg, hogy M/M/S rendszer esetében hogyan
alakulnak ezen paraméterek értékei. A levezetést most is melldzziik, csak
a végeredményt kozoljik.

-1

(8.13) p=|£

(8.14) p-pt

A rendszerben varakozok atlagértékét a P, és P ismeretében mar meg tud-
juk hatarozni:

S+1

8.15) 5= Y @-5)p=—P P

n 270
o S S![l - BJ
S

Az atlagos sorbanallasi id6 meghatarozasat is végre tudjuk hajtani a v isme-
retében:
S

R

270
P
SSI1-=
a (Sj

Nézziik meg, milyen 6sszefiiggés all fenn az 71 és v kozott:

(8.16)

<NI
|
~ <
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(8.17) n=v+S-¥Y=v+&

ahol ¥ az ¢l nem foglalt csatornak atlagos szama, = az elfoglalt csatornak
atlagos szama, 77 a rendszerben atlagosan tartozkodo egységek szama.

Oldjunk most meg M/M/S rendszerrel egy konkrét feladatot!

Egy rakoddgéphez Poisson-eloszlas szerint 2 perc alatt atlagosan 8
konténer érkezik. A kiszolgalas exponencialis eloszlasu, atlagos ideje 0,5
perc. Hany csatornat kell tizemeltetni, ha azt akarjuk, hogy a varakozasi
veszteség 10 €/konténernél kisebb legyen? Egy konténer egy perc varako-
zasi ideje 5 € veszteséget jelent.

El6észor irjuk fel azokat a tényezoket, amelyek a feladatban egyértel-
milen meg vannak hatarozva:

A= 4 konténer/perc

1 =2 konténer/perc

t,=0,5 perc

A csatornak szamat ugy kell meghatarozni, hogy az atlagos varakozasi idé
kisebb legyen 2 percnél (ezt jelenti a legfeljebb 10 € varakozasi veszteség):

t <2 perc

Az alapadatok ismeretében meg tudjuk hatarozni a forgalmi intenzitast:
o=Alu=4/2=2

Mar emlitettiik, hogy tobbesatornas rendszereknél a forgalmi intenzitas
értéke mindig kisebb a sziikséges csatornak szamanal. Ebbdl adodik, hogy
a szamitasokat 3 kiszolgalo csatornat feltételezve végezziik el. El6szor meg-
hatarozzuk P értékét a (8.13) egyenlet alapjan:

-1 =l

P N 2° 1 20 28 27

+ ==+t —+—+—
S!(l__ j 2; k! 3![L_2J o 2
N

3

P():

g8 1 2 4] 1 1
RS e e e e e =
6 1 1 2 4414242 9
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A P, ismeretében mér szamithato a (8.15) kifejezés segitségével a sorban
varakozo egységek atlagos szama:

S+1 23+1

]
210 2 A
9
SS![l—pj 3-3![1—2]
S 3

Az atlagos varakozasi id6 (8.16) segitségével valdo meghatarozasahoz is
ismeriink minden paramétert:

. P’ P 2° 1

O | o

)

2707 20
uSS![lﬁj 2-3-3![1% >
S 3

Varakozasi veszteség: 5 €/perc-0,22 perc = 1,11 €, tehét a kitiizott célt harom
csatorna izemeltetésével teljesiteni tudjuk.

Eléfordulhatott volna az is, hogy 3 csatorna esetén a feltétel nem tel-
jesiil. Ilyen esetben ujra el kell végezni a szamitasokat, de mar 4 csatornat
feltételezve.

S

| <
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Tobb mint tiz év telt el azéta, hogy a Nemzeti Kozszol-
galati Egyetemen, pontosabban egyik el6dintézmé-
nyében, a Zrinyi Miklés Nemzetvédelmi Egyetemen
egyetemi jegyzet késziilt az operaciokutatas témakoré-
ben. De nemcsak a képzési struktura ez id6 alatt beko-
vetkezett valtozdsai, hanem a mindennapi hasznalat
részévé valt ijabb modszerek és alkalmazasi tertiletek
bemutatdsdnak sziikségessége is indokolta egy kor-
szerll jegyzet kiaddsat. Mivel 4j szakokon uj targyak
oktatdsa folyik, ezért a véaltozé tantargyi kovetelmé-
nyekhez az oktatdsi anyagoknak is igazodniuk kell.
Ennek a célnak kivan jelen jegyzet megfelelni, ugyanis
céliranyosan az NKE Hadtudomanyi és Honvédtiszt-
képz6 Karon, a katonai logisztika BSc szakon oktatott
Dontésel6készitési modszerek kurzus tananyaganak
lefedésére késziilt.

A jegyzetben arra torekedtiink, hogy konkrét pél-
dékon mutassuk be az operacidkutatdsi modellek ka-
tonai téren val6 alkalmazasi lehetSségeit. Feltételeztiik
a matrixalgebra, a val6szintiségszamitas és a matema-
tikai statisztika alapvet6 ismeretét. A leglényegesebb
angol szakkifejezéseket az els6 szovegkozi el6fordula-
sukkor kiilon megjelenitjiik.
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